Google 


This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world’s books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 


Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non- commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 


About Google Book Search 


Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 


at jhttp : //books . qooqle . com/ 


Google 


Uber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bucher dieser Welt online verfligbar gemacht werden sollen, sorgfaltig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht uberdauert und kann nun offentlich zuganglich gemacht werden. Ein offentlich zugangliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch offentlich zuganglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Offentlich zugangliche Bucher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermogen dar, das haufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 


Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit offentlich zugangliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zuganglich zu machen. Offentlich zugangliche Bucher gehoren der Offentlichkeit, und wir sind nur ihre Hiiter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfugung stellen zu konnen, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehoren technische Einschrankungen fur automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 


+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche flir Endanwender konzipiert und mochten, dass Sie diese 
Dateien nur fur personliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
liber maschinelle Ubersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchfiihren, in denen der Zugang zu Text in groBen Mengen 
niitzlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fordern die Nutzung des offentlich zuganglichen Materials fur diese Zwecke und konnen Ihnen 
unter Umstanden helfen. 

+ Beibehaltung von Google-Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information liber 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material liber Google Buchsuche zu finden. Bitte entfemen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalitdt Unabhangig von Ihrem Verwendungszweck miissen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafiirhalten flir Nutzer in den USA 
offentlich zuganglich ist, auch flir Nutzer in anderen Landem offentlich zuganglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir konnen keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulassig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und iiberall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 


Uber Google Buchsuche 


Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zuganglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Biicher dieser We lt zu entdecken, und unter stiitzt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext konnen Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 


Wissenschaft 
und Methode 


Henri Poincare 







I CvU 


La^CkJ^ 


Digitized by 


Google 



Jr ^ 

Wissenschaft und Hypothese 

Sammlung von Einzeldarstellungen 
aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit 
besonderer BerUcksichtigung ihrer Grundlagen und 
Methoden, ihrer Endziele und Anwendungen 

l. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von Henri 
Poincard - Paris. Dentscb von F. und L. Lindemann- 
Miinchen. 2. Anfl. 1906. Geb. Jt 4.80. 

Dies Bach behandelt in den Haoptstiicken: Zahl und GriSfie, Raum, 
Kraft, Natur, Mathematik, Geometric , Mechanik and einige Kapitel 
der Physik. Zahlreiche Aamerkungen des Heransgebers kommen dem 
allgemeinen Verstandnis noch mehr entgegen und geben dem Leser 
wertvolle liter arische Angaben zu weiterem Studiam. 

n. Band : Der Wert der Wissenschaft. Von Henri 
Poincari-Paris. Deutsch von E. und H. Weber- Strafiburg. 

Mit einem Bildnis des Verfassers. 2. Aufl. 1910. Geb. JL 3.60. 

Der geistvolle Verfasser gibt einen tiberblick fiber den heutigen 
Standpnnkt der Wissenschaft und iiber ihre allmahliche Entwicklung, wie 
sie so wo hi bis jetzt vor sich gegaagen ist, als wie or sich ihre sukiinftigen 
Fortschritte denkt Das Work ist fiir den Gelehrten xweifellos von grdfitem 
Interesse ; dnrch seine zahlreichen Beispiele und Erlauterungen wird es 
aber auch jedem modernen Gebildeten zug&nglich gemacht. 

m. Band: Mythenbildung und Erkenntnis. Eine 
Abhandlung iiber die Grundlagen der Philosophic. Von G. F. 

Li pps- Leipzig. 1907. Geb. JL 5. — 

Der Verfasser xeigt, dafi erst dnrch die Widersprttche, die mit dem 
naiven , zur Mythenbildung ftihrenden Verhalten onvermeidlich ver- 
knQpft sind, der Mensch auf die Tatsache aufmerksam wird, dafi sein 
Denken die Quelle der Erkenntnis ist — er wird kritisch und gelangt 
zu der kritischen Weltbetrachtung. Die Entwicklung der kritischen 
Weltbetrachtung stellt die Geschichte der Philosophie dar. 

rv.Band: Die nichteuklidische Geometrie. Historisch- 
kritische Darstellung ihrer Entwicklung. Von R.Bonola- Pavia. 
Deutsch von H. Liebmann-Miinchen. 1908. Geb. JC 5. — 

Will in mBglichst elementar gehaltener Darstellung Ziele and 
Methoden der nichteuklidischen Geometrie aach denen verstandlieh 
machen, die mit nur elementaren mathematischen Vorkenntnissen 
aosgestattet sind. 
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V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erschei- 
nungen im Sonnensystem. Von G. H. D a r w i n -Cambridge. 
Deutsch von A. Pock els. 2. Aufl. Mit einem Einfiihrungswort 
von G. v. Nenmayer und 52 Illustrationen. 1911. Geb. JK8. — 

Nach einer Ubersicht fiber die Erscheinungen der Ebbe and Flut, 
der Seesch wank ungen, der besonderen Flutph anomene sowie der Be- 
obachtnngsmetboden werden in sehr anschaulicher, durch Fignren er- 
lauterter Weise die fluterzeugenden Krafte, die Theorien der Gezeiten 
sowie die Herstellung von Gezeitentafeln erklart. Die folgenden Kapitel 
sind geophysikaliscben and astronomischen Fragen, die mit der Einwir- 
kung der Gezeitenkrafte auf die Weltkorper zusammenhangen, gewidmet. 

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. 
Von Max P lanck -Berlin. 3. Auflage. 1913. Geb. JC 6. — 

Behandelt die historische Entwicklong des Prinxips von seinen Ur- 
anfangen bis zn seiner allgemeinen Durcbffibrnng hi den Arbeiten von 
Mayer, Joule, Helmholtz, Clausius, Thomson; die allgemeine Definition des 
Energiebe griffs, die Formulierung des Erbaltungsprinzips nebst einer Uber- 
sicbt und Kritik fiber die versuchten Beweise. 

vn. Band: Grundlagen der Geometrie. Von D. 
Hilbert- Gottingen. 4. Auflage. 1913. Geb. JC 6. — 

EinVersuch, ffir die Geometrie ein voll standiges und mfiglichst 
einfaches System von Axiomen aufzustellen und a us denselben die wich- 
tigsten geometriscben Satze in der Weise abzuleiten, dafi dabei die Be- 
deutung der verschiedenen Axiomgruppen und die Tragvreite der ans den 
einzelnou Axiomen zu ziehenden Folgerungen mdglichst klar xutage tritt. 


vm. Band: Geschichte der Psychologie. Von O. 
Klemm -Leipzig. 1911. Geb. JC 8. — 

In der gegenwartigen Zeit, wo die Psychologie als eine selbstandige 
Erfahrungswissenschaft auftritt, dfirfte ein gescbichtlicher Ausweis ge- 
eignet sein, zahlreichen Mifiverstfindnissen vorzubeugen. Dafi dabei die 
Grenzfragen der Psychologie starker in den Y or der grand treten, wird 
um so weniger als Fehler empfunden werden konnen, da sich ja nach 
einem Ausspruch Poincares das Wachstum einer Wissenschaft gerade 
auf ihren Grenzgebieten vollzieht. 

ix. Band: Erkenntnistheoretische Grundztlge der 
Naturwissenschaften und ihre Beziehungen zum 
Geistesleben der Gegenwart Von P. Voikmann- 
Konigsberg i. P. 2. Auflage. 1910. Geb. JC 6. — 

Die sichtliche Zunahme der erkenntnistheoretischen Interessen auf 
alien Gebieten der Naturwissenschaften veranlafit den Verfasser seine 
spateren erkenntnistheoretischen Untersuchungen in die Grundziige ein- 
zuarbeiten und damit eine weitere Durcharbeitung des gesamten ffir ibn 
in Betracht kommenden Gegenstandes zn versuchen. 



X. Band: Wissenschaft und Religion in der Philo- > 
Sophie unserer Zeit. Von £. Boutroux-Paris. Deutsch 
von E. Weber- Straflburg i. E. 1910. Geb. JC 6. — 

Boutroox zeigt ans in klarer and anschaulicher Weise die Ideeneiniger 
der groBten Denker fiber die Beziehungen zwischen Wissenschaft and 
Religion. Er fibt aber aach strenge Kritik and verbehlt ans nicht alle 
die Schwierigkeiten and Einwendangen , die sich gegen jedes dieser 
Systeme erheben lasscn. 

xl. Band:Probleme d. Wissenschaft. VonF.Enriques- 
Bologna. Deutsch von K. Gr el ling- Miinchen. 2Teile. 1910. 

L Toil: Wirklichkeit und Logik. Geb. M 4 — 

IL — Die Grundbegriffe der Wissenschaft. Geb. M 5. — 

Der Yerfasser entwickelt durch eine Analyse der Fragen der Logik 
and Psycbologie eine neae Theorie der Erkenntnis, dabei die vcrschie- 
denen Zweige der Wissenschaft, von der Mathematik bis snr Biologie, 
Wirtschaftslehre and Geschichte beruhrend. 

xn. Band: Die log. Grundlagen d. exakten Wissen- 
schaften. Von P. N a torp- Marburg. 1910. Geb. JC 6.60. 

Das Bach, das gleichsam eine nach modernen Begriffen reformierte 
„Kritik der reiaen Vermmft* darstellt, versncht eine in den Hauptzfigen 
vollstandige, geschlossene Fhilosophie der exakten Wissenschaft ea zn 
bieten, wobei ein stronger Systemzusammenhang angestrebt ist. 

xm. Band: Pflanzengeographische Wandlungen 
der deutSChen Landschaft. Von H. Hausrath-Karls- 
ruhe. 1911. Geb. JC 5.— 

Das Aossehen der deatschen Landschaft hat im Laufe der Zeiten 
grofie Anderongen zam Teil an ter dem EinfluB des Menschen erfahren. 
Ebenfalls bildet die kfinftige Gestaltnng dieser Yerhaltnisse, die zweck- 
maBige Verteihing von Wald and Feld, die Nutzbarmachung der Heiden 
and Moore eine viel erfirterte Frage. Ansgehend von den natfirlichen 
Bedingungen der Vegetationsformen sacht der Verfasser diese Fragen 
anfzoklfiren, indem er vom Ende der Eiszeiten an dem Wechsel in der 
Verteihing and in dem Zustand von Wald, Feld, Wiese and Moor nach- 
geht and seine wahrscheinlichen Grfinde feststellt. 

XIV. Band: Das Weltproblem vom Standpunkte des 
relativistischen Positivismus aus. Historisch-kritisch 
dargestellt von J. Petzoldt- Charlottenburg. 2 vermehrte Aufl . 
1911. Geb. JC 3.— 

Vom Standpnnkte des relativistischen Positivismas sucht 
der Verfasser aof neaen Wegen und zum Teil mit neaen Hilfsmitteln die 
Geschichte der Philosophic als eine sinnvolle Geschichte eines vor- 
wissenschaftlichen, orsprfinglich unvermeidlich gewesenen Irrtums des 
menschlichen Denkens verstandlich zu machen. Auf Grand der von 
Schnppe, Mach und Avenarius vertretenen Anschanungen wird dieser 
Irrtum Schritt fur Schritt verfolgt and endlich vollstandig anfgeldst. 
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XV. Band: Wissenschaft und Wirklichkeit Von M. 
Frischeisen-Kohler-Berlin. 1912. Geb. JC 8.— 

Das Buch, das a us umfassenderen Studien uber die philosophisch en 
Grundlagen der Natur- und Geisteswisseaschaften hervorgegangen ist, 
gibt eine neue Grundlage des kritischen Realismus. 

XVI. Band: Das Wissen der Gegenwart in Mathe- 
matik und Naturwissenschaft Von £. Picard-Paris. 
Deutsch von F.u.L. Linde mann-Miinchen. 1913. Geb.*/# 6. — 

Der Verfasser hat versucht, in diesem Buche eine zosammenfassende 
Ubersicht uber den Stand unseres Wlssens in Mathematik, Physik and 
Natarwissenschaften in den ersten Jahren des 20. Jahrhunderts zu geben. 
Man findet die verschiedenen Gesichtspunkte, unter denen man heute den 
Begriff der wissenschaftlichen Erklarung betrachtet, ebenso wie die Rolle, 
die hierbei die Theorien bilden, eingehend erdrtert. 

XVH. Band: Wissenschaft und Methode. Von 
H. Poincard-Paris. Deutsch von F. und L. Lindetnann- 
Miinchen. 19 1 3. Geb. ca. JC 6. — 

Eine summarische und getreue Darstellung des gegenwartigen Zustandes 
der Wissenschaften, ihrer Methode n and Tendenzen, der einige historische 
Bemerkungen vorangehen, ULfit vielleicht besser als abstrakte Abhandlungen 
verstehen, was die Gelehrten suchen, welche Vorstellong man sich von der 
Wissenschaft machen soil, and was man fuglich von ihr erwarten darf. 

xvin. Band : Probleme der Sozialphilosophie. Von 
R. Michels-Basel. 1913. Geb. JC 4.80. 

Bezweckt eine eindringliche Untersuchung der im Mittelpunkt der 
soziologischen Forschung stehenden Probleme, wie: Cooperation, Solidaritat, 
Kastenbildung. Der Verfasser bietet allenthalben nicht so sehr Ldsungen 
als vielmehr neue Gesichtspunkte fur die behandelten Probleme. 

In Vorbereitung befinden sich: 

Prinzipien der vergleichenden I Botanische Beweismittel fUr 

Anatomie. VonRBraus. die Abstammungtlehre. Von 

ni« ak Wnhncitz d«t M«n. H. Potonifc. 


Die Erde als Wohnsitz des Men- 
schen. Von EL Dove. 

Das Gesellschafts- und Staaten- 
leben im Tierreich. Von X 
Escherich. 

Relati vitatstheorie. V. P h. F r a n k. 
Erdbeben und Gebirgsbau. Von 
Fr. Freeh. 

Ethik als Kritik der Weltge- 
schichte. Von A. GSrland. 
Probleme der Morphologie des 
Festlandes. Von A. Hettner. 
Die Materie im Kolloidalzustand. 

Von V. Kohls chatter. 
Grundlagen der PSdagogik. Von 
R. Lehmann. 

Die wichtigsten Probleme der 
Mineralogie und Petrographie. 

ir t : i_ 


1 Von G. Line 


Anthropologic u. Rassenkunde. 

Von O. Schlaginhaufen. 
Methoden der geographischen 
Forschung. Von O. Schliiter. 
Grundfragen der Astronomic, 
der Mechanik und Physik 
der Himmelskdrper. VonH.v. 
Seeliger. 

Meteorologische Zeit- u. Streit- 
fragen. VonR.Sttring. 
Deszendenzlehre. Von 
S. Tschulock. 

Grundfragen der Klimatologie. 

Von A. Woeikof. 

Geschichte des Vulkanismus. 

Von Joh. W alther. 
Grundlagen der Psychologic. 
Von Th. Ziehen. 


Die Sammlung wird fortgesetzt. 
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VORWORT. 


Das vorliegende Werk schliefit sich eng an die beiden 
anderen mathematisch-philosophischen Werke das Verfassers 
(„Wissenschaft und Hypothese“ und „Der Wert der Wissen- 
schaft u ) an, deren deutsche Ausgaben im gleichen Verlage 
erschienen sind. Der Inhalt erscheint auf den ersten Blick 
weniger einheitlich; die leitenden Gedanken jedoch, welche 
die einzelnen Kapitel zusammenhalten, bringt der Verfasser 
selbst, teils in der Einleitung teils am Schlasse, za klarer 
Darstellung , so dafi es karnn notig oder moglich ist hier 
noch etwas hinzuzufugen. 

Das Erscheinen der deutschen Ausgabe wnrde dnrch ver- 
schiedene ungunstige Umstande verzdgert, so sehr, dafi in- 
zwischen durch ein unerbittliches Geschick die klare und 
reine Quelle, aus welcher der Verfasser leicht und sicher zu 
schdpfen verstand, fur immer zum Versiegen gebracht wurde. 
Um so wertvoller bleibt es fur uns Oberlebende, in diesen 
Buchem ein Bekenntnis fiber die Entwicklung, die Ziele und 
die innersten Oberzeugungen des seltenen Mannes zu be- 
sitzen. Gerade im vorliegenden Bande, wo er den Forscher 
bei seiner Arbeit zeigt, wo er die Bestrebungen zur Reform 
des mathematischen Unterrichtes beruhrt, wo er seine all- 
gemeinen Ausfiihrungen an den Erfahrungen im eigenen 
Werdegange entwickelt, gewinnen wir willkommene Auf- 
schlusse uber Poincares Arbeitsweise und uber die ihn 
treibenden Gedanken. Immer wieder mussen wir den hohen 
Ernst bewundem, mit dem er bei aller Hochschatzung der 
Anwendungen seiner Wissenschaft die Frage nach der Nutz- 
lichkeit derselben zuruckweist und den Betrieb der Wissen- 
schaft allein um ihrer selbst willen als das Ideal hinstellt, 
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IV 


Vorwort 


das jeden Forscher zu leiten hat. Nicht genug kann er da- 
bei hervorheben , wie schon allein die reine Schdnheit des 
wissenschaftlichen Baues den Gelehrten anzieht und antreibt, 
indem die Befriedigung des asthetischen Gefuhls sich deckt 
mit den Forderungen des abstrakten Denkens. 

Die in neuester Zeit so vielfach gepflegten Beziehungen 
zwischen Logik and Mathematik liegen Poincar6 beson- 
ders am Herzen und kommen deshalb ausfuhrlich zur Dar- 
stellung. Wie man weifi, stand er diesen Theorien sehr 
skeptisch gegenuber. Wenn er auch mit hoher Anerkennung 
von dem Scharfsinn der beteiligten Forscher spricht und die 
Tiefe der aufgeworfenen Fragen nicht verkennt, so erhebt 
er doch waraend seine Stimme gegen einzelne Richtungen, 
die ihm unfhichtbar erscheinen und die er als schadlich ver- 
wirft. DaB seine Ansichten uber diese wichtigen und ak- 
tuellen Fragen, die er schon in verschiedenen Arbeiten be- 
handelt hatte, hier im Zusammenhange zur Darstellung kom- 
men, wird dem Leser wertvoll sein. 

Wie in der deutschen Ausgabe von „Wissenschaft und 
Hypothese 14 wurde versa cht, durch Hinzufugen von erlau- 
temden und literarischen Anmerkungen dem Leser das tie- 
fere Eindringen in die behandelten Fragen und Probleme 
zu erleichtem. 

Munchen, im Dezember 1913. 

F. u. L. LINDEMANN. 
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Einleitung. 


In diesem Buche vereinige ich verschiedene Aufsatze, die 
sich mehr oder weniger auf Fragen der wissenschaftlichen 
Methodik beziehen. Die wissenschaftliche Methode besteht 
im Beobachten und Experimentieren; wenn der Gelehrte 
eine unbegrenzte Zeit zur Verfugung hatte, so brauchte man 
ihm nur zu sagen: „Schaue, und schaue richtig“ ; aber da 
er nicht die Zeit hat, alles zu erschauen und richtig zu 
schauen, und da es besser ist, nicht zu schauen, als schlecht 
zu schauen, so mufi er eine Auswahl treffen. Die erste Frage 
ist also: wie soli er diese Auswahl treffen? Diese Frage be- 
gegnet dem Physiker ebenso wie dem Historiker, aber auch 
dem Mathematiker, und die Prinzipien, durch welche sie 
sich alle dabei leiten lassen mussen, sind einander ganz 
analog. Der Gelehrte pafit sich diesen Prinzipien unwill- 
kiirlich an, und ohne uber dieselben nachzudenken, kann 
man vorhersagen, wie sich vielleicht die Zukunft der Mathe- 
matik gestalten wird. 

Man wird sich daruber noch klarer, wenn man den Ge- 
lehrten bei seiner Arbeit beobachtet; in erster Linie mufi 
man den psychologischen Mechanismus der Erfindung und 
insbesondere der mathematischen Erfindung kennen lemen. > 

Die Beobachtung der Arbeitsweise des Mathematikers ist X 
fur den Psychologen ganz besonders lehrreich. 1 

In alien Beobachtungswissenschaften mufi man mit den 
Fehlem rechnen, die durch die Unvollkommenheit unserer 
Sinne und unserer Instrumente entstehen. Zum Gluck kann 
man annehmen, dafi diese Fehler sich unter gewissen Be- 
dingungen teilweise kompensieren und so in den Mittel- 
werten der beobachteten Grofien verschwinden ; diese Korn- 
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pensation beruht auf dem Zufall. Was aber bedeutet hier 
das Wort Zufall? Dieser BegrifF lafit sich nicht leicht recht- 
fertigen oder gar definieren; der Forscher kann ihn jedoch 
nicht entbehren, wie aus dem soeben fiber die Beobach- 
tungsfehler Gesagten hervorgeht. Es ist deshalb not wen dig, 
eine mdglichst genaue Definition fur diesen so schwer faB- 
baren und doch so unentbehrlichen BegrifF zu geben. 

Diese allgemeinen Bemerkungen gelten fur alle Wissen- 
schaften; so ist z. B. der Mechanismus der mathematischen 
Erfindung von dem Erfindungsmechanismus fiberhaupt nicht 
wesentlich verschieden. Weiterhin behandle ich Fragen, die 
sich mehr auf gewisse besondere Wissenschaften, und zwar 
zuerst auf die reine Mathematik beziehen. 

In den der Mathematik gewidmeten Kapiteln muB ich 
ziemlich abstrakte Gegenstande behandeln. Zuerst spreche 
ich vom BegrifFe des Raumes; jedermann weiB, oder sagt 
es wenigstens, daB der Raum relativ ist, aber wie viele Per- 
sonen denken trotzdem so, als wenn sie ihn fur absolut 
hielten? Bei einigem Nachdenken bemerkt man indessen 
bald die Widerspriiche, zu denen die Annahme eines abso- 
luten Raumes ffihrt. 

Die Unterrichtsfragen sind von besonderer Wichtigkeit, 
zunachst an sich selbst, dann aberauch aus folgen dem Grander 
wenn man fiber die beste Art und Weise nachdenkt, wie 
man die neuen BegrifFe jugendlichen Kopfen verstandlich 
machen kann, so muB man zugleich darfiber nachdenken, 
wie diese BegrifFe von unseren Vorfahren erworben wurden, 
und folglich auch fiber die wahre Quelle, d. h. fiber die 
wahre Natur dieser BegrifFe. Weshalb verstehen die Schfiler 
meistens nichts von den Definitionen, welche von den Ge- 
lehrten aufgestellt werden? Weshalb muB man ihnen andere 
Definitionen geben? Die Fragen behandle ich in dem fol- 
genden Kapitel, und ihre Losung wird, glaube ich, den Phi- 
losophen, die sich mit der Logik der Wissenschaften be- 
schaftigen, nfitzliche Anregungen bieten. 
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Viele Mathematiker glauben, da & man die Mathematik 
auf die Gesetze der formalen Logik zuruckfuhren kann. Un- 
erhorte Anstrengungen wurden zu dem Zwecke gemacht; 
zur Erreichung des bezeichneten Zieles scheute man sich 
z. B. nicht, die historische Ordnung in der Entstehnng unse- 
rer Vorstellungen umzukehren, und man suchte das End- 
liche durch das Unendliche zu erklaren. Fur alle, welche 
das Problem ohne Voreingenommenheit angreifen, glaube 
ich im folgenden gezeigt zu haben, dafi diesem Bestreben 
eine trugerische Illusion zugrunde liegt. Wie ich hofFe, wird 
der Leser die Wichtigkeit der Frage verstehen und mir 
die Trockenheit der Kapitel verzeihen , die ich ihr widmen 
muBte. 

Die letzten Kapitel beziehen sich auf die Astronomie und 
sind leichter lesbar. 

Die Mechanik scheint gegenwartig einer vollstandigen 
Umwalzung entgegenzugehen. Die Begriffe, die bisher schein- 
bar am festesten begrundet waren, werden durch kuhne 
Neuerer mit Erfolg bekampft. Es ware sicher voreilig, ihnen 
schon jetzt nur deshalb recht zu geben, weil sie Neuerer 
sind. Aber es ist von Interesse, ihre Lehren klarzulegen, 
und das habe ich im folgenden versucht. Ich habe mich 
dabei mdglichst an die geschichtliche Entwicklung gehalten; 
denn die neuen Ideen wurden zu uberraschend erscheinen, 
wenn man nicht sahe, wie sie allmahlich entstehen konnten. 

Die Astronomie bietet uns ein groBartiges Schauspiel und 
stellt uns gigantische Probleme. Man kann nicht daran 
denken, die experimentelle Methode direkt auf sie anzu- 
wenden; dazu sind unsere Laboratorien zu klein. Aber die 
Analogic mit den Erscheinungen, die wir in den Laborato- 
rien studieren konnen, kann den Astronomen wenigstens 
leiten. Das System der MilchstraBe z. B. besteht aus einer 
Menge Sonnen, deren Bewegungen auf den ersten Blick ganz 
willkurlich erscheinen. Kann man dieses System von Sonnen 
nicht mit dem Systeme der Molekiile eines Gases vergleichen, 
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dessen Eigenschaften uns die kinetische Gastheorie kennen 
gelehrt hat? Durch einen scheinbaren Umweg kommt so 
die Methode des Physikers dem Astronomen zu Hilfe. 

Zum Schlasse schildere ich kurz die geschichtliche Ent- 
wicklung der Geodasie in Frankreich; ich zeige, welche An- 
strengungen die Geodaten machen, welche Ausdauer sie be- 
weisen, welchen Gefahren sie sich aussetzen mussen, um 
uns die geringen Kenntnisse zu verschaffen, die wir von der 
Gestalt der Erde besitzen. Aber ist das auch noch eine 
Frage der Methode? Ohne Zweifel, denn diese Geschichte 
lehrt uns, mit welchen V orsichtsmafiregeln man ein ernst- 
haftes wissenschaftliches Unternehmen umgeben, was man 
an Zeit und Arbeitskraft opfem muB, um eine neue Dezi- 
male der zu bestimmenden GroBe sicherzustellen. 
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Erstes Kapitel. 

Die Auswahl der Tatsachen. 

Tolstoi erklart irgendwo, warum er die Forderung: „die 
Wissenschaft am der Wissenschaft willen“ for tdricht halte. 
Wir kdnnen unmdglich alle Tatsachen kennen, weil ihre 
Anzahl so gut wie unendlich ist. Man muB eine Auswahl 
treffen; sollen wir uns dabei — meint er — einfach durch 
die Laune nnserer WiBbegierde leiten lassen? Ware es nicht 
besser, je nach der Nutzlichkeit die Entscheidung zn treffen, 
d. h. nach nnseren praktischen und vor allem nach unseren 
moralischen Bedurfnissen? Haben wir nicht etwas Besseres 
zu tun als die Anzahl der Blattlause zu zahlen, die es auf 
unserem Planeten gibt? 

Es ist klar, daB das Wort Nutzlichkeit fur Tolstoi nicht 
den Sinn hat wie fur Geschaftsleute und fur den grdfiten 
Teil nnserer Mitburger. Er kummert sich wenig um indu- 
strielle Anwendungen, um die Wunder der Elektrizitat Oder 
um den Automobilismus; alles das betrachtet er vielmehr 
als Hindemisse fur den moralischen Fortschritt. Fur nutz- 
lich halt Tolstoi nur das, was denMenschen besser machen 
kann. , 

Was mich betrifft, so muB ich gestehen, daB ich mich 
weder mifc dem einen, noch mit dem andem Ideal zufneden 
geben wurde; ich mochte ebensowenig mit einer gierigen, 
bomierten Geldherrschaft zu tun haben, als mit einer eben- 
so tugendhaften wie mittelmafiigen Demokratie, welche nichts 
Besseres weifi, als die linke Wange hinzuhalten, wenn die 
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rechte geschlagen wird. In einer solchen Welt konnten nur 
Gelehrte ohne WiBbegier leben, Leute, die jeder Erregung 
aus dem Wege gehen nnd die nicht an einer Krankheit, 
sondem ganz gewifi an Langeweile sterben wurden. Im 
ubrigen ist ja das alles Geschmacksache, und ich will mich 
uber diesen Punkt nicht weiter auslassen. 

Damit ist die Frage aller dings nicht erledigt, sie verlangt 
nach wie vor unsere Aufmerksamkeit; wenn unsere Wahl 
nur durch Laune oder unmittelbar nutzliche Anwendbarkeit 
beeinflufit werden soli, so kann von ,, Wissenschaft um der 
Wissenschaft willen“ nicht die Rede sein, und es konnte 
dann iiberhaupt keine Wissenschaft mehr geben. Ist das nun 
richtig? DaB man eine Auswahl treffen muB, kann nicht be- 
stritten werden; die Tatsachen sind schneller wie wir, und 
bei aller Anstrengung wurden wir sie nicht einholen konnen ; 
wahrend der Forscher eine Tatsache entdeckt, geschehen 
in jedem Kubikmillimeter seines Korpers Milliarden uber 
Milliarden anderer Tatsachen. Wollte man die Natur in der 
Wissenschaft umfassen, so hieBe das, das Ganze in einen 
Teil zwangen. 

Aber die Gelehrten glauben, daB es eine Rangordnung der 
Tatsachen gibt und daB man unter denselben eine verstandige 
Wahl treffen kann ; sie haben recht, weil ohne diese Wahl keine 
Wissenschaft bestehen konnte und weil die Wissenschaft 
doch existiert. Man braucht nur die Augen zu offnen, um 
zu sehen, wie die Errungenschaften der Industrie, welche so 
viele Praktiker bereichert haben, niemals das Licht der 
Welt erblickt hatten, wenn diese Praktiker allein existiert 
hatten und wenn diese Errungenschaften nicht yon uninter- 
essierten Toren gefordert waren, die nie an die praktische 
Ausnutzung gedacht haben und die dennoch von etwas an- 
derem, als nur von ihren Launen geleitet wurden. 

So haben, wie Mach sagt, diese Toren den spateren Ge- 
schlechtem die Muhe des Denkens erspart. Diejenigen, 
welche nur auf eine sofortige praktische Verwertung hinge- 
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arbeitet hatten, wurden der Nachwelt nichts hinterlassen 
haben, und bei einer neuen Forderung der Praxis hatte man 
wieder von vome anfangen mussen. Indessen liebt der groBte 
Teii der Menschheit das Denken nicht besonders, und das 
ist vielleicht ganz gut, weil der Instinkt sie leitet und sie 
meistens besser leitet, als die Vernunft ihre Intelligenz leiten 
wurde, wenigstens dann, wenn sie ein unmittelbares Ziel 
oder wiederholt dasselbe Ziel im Auge haben : aber Instinkt 
ist Routine, und wenn er nicht durch den Gedanken be- 
fruchtet wurde, so wurde er beim Menschen ebensowenig 
Fortschritte machen wie bei der Biene oder bei der Ameise. 
Fur diejenigen, welche das Denken nicht lieben, mussen 
daher andere denken, und da erstere sehr zahlreich sind, 
so muB jeder unserer Gedanken so oft als moglich nutzlich 
und anwendbar sein; deshalb ist ein Gesetz um so wert- 
voller, je allgemeiner es ist. 

Das zeigt uns, wie wir unsere Auswahl treffen mussen; 
die wertvollsten Tatsachen sind diejenigen, die mar* mehr- 
mals benutzen kann, d. h. diejenigen, welche sich wahr- 
scheinlich ofters wiederholen. Gliicklicherweise sind wir in 
einer Welt geboren, in der es solche Tatsachen gibt. Setzen 
wir einmal voraus, wir hatten statt unserer sechzig chemi- 
schen Elemente deren sechzig Milliarden, ein Teil davon 
ware allgemein verbreitet, die an deren seltener, aber alle 
gleichmaBig verteilt. Dann ware jedesmal, wenn wir einen 
neuen Stein aufheben wurden, die Wahrscheinlichkeit groB, 
daB er aus irgendeiner unbekannten Masse bestande; alles, 
was wir von den an deren Steinen wiifiten, wurde fur ihn 
nicht gelten; vor jedem neuen Gegenstande wurden wir uns 
verhalten wie ein neugeborenes Kind; wie dieses konnten 
wir nur unseren Launen oder unseren Bedurfnissen folgen; 
in einer solchen Welt gabe es keine Wissenschaft. Vielleicht 
ware darin das Denken und wohl gar das Leben selbst un- 
moglich, weil keine Entwicklung den Erhaltungstrieb aus- 
bilden wurde. Gott sei Dank steht es nicht so um uns ; wie 
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alles Gute, an das man gewohnt ist, wird es anch zu wenig 
geschatzt, dafi wir nnr eine beschrankte Anzahl von Ele- 
menten haben. Der Biologe wurde sehr in Verlegenheit 
kommen, wenn er es nur mit Individuen und nicht auch mit 
Arten zu tun hatte und wenn nicht infolge von Vererbung 
die Sdhne den Vatern ahnlich waxen. 

Welche Tatsachen haben nun die meiste Anwartschaflt 
darauf, sich zu wiederholen? Vor allem die einfachen Tat- 
sachen. Es ist klar, dafi sich in einer komplizierten Tat- 
sache tausend Umstande durch den Zufall vereinigen und 
dafi wiederum nur ein noch unwahrscheinlicherer Zufall sie 
von neuem vereinigen kdnnte. Gibt es nun einfache Tat- 
sachen, und wenn dem so ist, woran sollen wir sie erken- 
nen? Wer burgt uns dafur, dafi eine Tatsache, die wir fur 
einfach halten, sich nicht als erschreckend kompliziert er- 
weist? Alles, was wir daruber sagen konnen, ist: wir mussen 
diejenigen Tatsachen begunstigen, welche einfach zu sein 
scheinen gegenuber denjenigen, bei denen schon unser 
unvollkommenes Auge unahnliche Elemente unterscheidet. 
Und dann gibt es nur zwei Moglichkeiten: entweder ist diese 
Einfachheit tatsachlich, oder die Elemente sind so inn ig ge- 
mischt, dafi sie nicht mehr unterscheidbar sind. Im ersteren 
Falle haben wir Aussicht, wiederholt auf die einfache Tat- 
sache zu stofien, entweder in ihrer ganzen Einfachheit oder 
als Element, das selbst einem komplizierten Ganzen ange- 
hdrt. Im zweiten Falle hat die innige Mischung mehr Aus- 
sicht, sich zu wiederholen, als ein Gemisch unterscheidbarer 
Bestandteile; der Zufall kann zusammenmischen, aber nicht 
entmischen, und wenn man aus verschiedenartigen Elemen- 
ten ein wohlgeordnetes Gebaude aufrichten will, in welchem 
man die Elemente noch unterscheiden kann, so mufi man 
den Bau dafur besonders einrichten. Es besteht aber ge- 
ringe Wahrscheinlichheit dafur, dafi ein Gemisch, in dem 
man die einzelnen Elemente unterscheiden kann, sich je- 
mals wiederholt; es ist dagegen sehr wahrscheinlich, dafi 
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eine Mischung, die auf den ersten Blick homogen erscheint, 
sich wiederholt bildet. Folglich sind die Tatsachen, welche 
einfach scheinen, selbst wenn sie nicht einfach sind, leichter 
durch Zufall herbeizufuhren als die wirklich einfachen Tat- 
sachen. 

Das rechtfertigt die vomForscher insdnktiv angenommene 
Methode, und noch mehr wird sie dadnrch gerechtfertigt, 
daB die hanfigen Tatsachen uns einfach scheinen, weil wir 
an sie gewohnt sind. 

Aber wo finden wir nun die einfache Tatsache? Der 
Forscher suchte sie in zwei Extremen: im unendlich GroBen 
und im unendlich Kleinen. Der Astronom fand sie, weil die 
Entfemungen zwischen den Gestimen ungeheuer groB sind, 
so groB, daB jedes der Gestirne nur wie ein Punkt er- 
scheint, so groB, daB die qualitativen Unterschiede ver- 
schwinden, und weil ein Punkt einfacher ist als ein Korper, 
der Gestalt und Eigenschaften besitzt. Der Physiker hat im 
Gegensatz dazu die Elementarerscheinungen untersucht, in- 
dem er sich die Korper in unendlich kleine Teile zerlegt 
denkt, denn die Bedingungen des Problems, welche beim 
Obergange von einem Punkte des Kdrpers zu einem andem 
nur langsame und stetige Veranderungen erleiden, konnen 
im Inneren eines jeden kleinen Wurfels als konstant be- 
trachtet werden. 

Ebenso wurde der Biologe instinktiv dazu gefuhrt, die 
Zelle fur interessanter als das ganze Tier zu halten, und der 
Erfolg gab ihm recht, weil die Zellen den verschiedensten 
Organismen angehoren und deshalb untereinander ahnlicher 
sind als die Organismen selbst, wenigstens fur denjenigen, 
der ihre Ahnlichkeit zu erkennen weiB. Der Soziologe be- 
findet sich in einiger Verlegenheit; die Elemente, fur ihn 
also die Menschen, sind einander zu unahnlich, sie sind zu 
verschiedenartig, zu launisch, mit einem Worte: zu kom- 
pliziert; die Tatsachen der Weltgeschichte wiederholen sich 
nicht; wie soil er da die interessante Tatsache, namlich die, 
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welche sich wiederholt, herausfinden? Die wissenschaftliche 
Methode besteht gerade in der Auswahl der Tatsachen; man 
mu£te sich also vorerst damit beschaftigen, eine Methode 
zu erfinden, und man hat viele erfunden, weil keine Me- 
thode sich von selbst darbot; jeder Satz der Soziologie 
schlagt eine neue Methode vor, und jeder neu auftretende 
Gelehrte hiitet sich, die Satze seiner Vorganger anzuwenden; 
somit ist die Soziologie diejenige Wissenschaft, welche die 
meisten Methoden und die wenigsten Resultate aufzu- 
weisen hat. 

Man muB also mit den regelmafiigen Tatsachen beginnen; 
nachdem aber das Gesetz wohlbegriindet ist und zweifellos 
feststeht, so sind die Tatsachen, welche dem Gesetze ge- 
maB verlaufen, bald ohne Interesse, denn sie lehren uns 
nichts Neues mehr. Dann wird die Ausnahme von Wichtig- 
keit. Dann wird man aufhoren nach Ahnlichkeiten zu suchen, 
und dafiir auf die Unterschiede das groBte Gewicht legen, 
und von den Unterschieden wird man zunachst diejenigen 
auswahlen, welche am deutlichsten hervortreten, nicht nur, 
weil sie am meisten in die Augen fallen, sondem weil sie 
am lehrreichsten sind. Ein einfaches Beispiel wird besser 
verstandlich machen, was ich meine: Ich nehme an, man 
solle eine Kurve bestimmen, indem man einige ihrer Punkte 
beobachtet. Der Praktiker, der sich nur durch die unmittel- 
bare Anwendbarkeit leiten laBt, wiirde nur diejenigen Punkte 
beobachten, deren er fur irgendeinen Zweck gerade bedarf ; 
diese Punkte wiirden sich ungiinstig fiber die Kurve ver- 
teilen; sie wiirden sich in gewissen Bereichen anhaufen, in 
anderen nur selten vorkommen, und deshalb wiirde es un- 
mdglich sein, sie in zuverlassiger Weise durch einen konti- 
nuierlichen Zug zu verbinden, und diese Punkte waren des- 
halb fur andere Anwendungen nicht weiter brauchbar. Der 
Gelehrte aber verfahrt anders : da er die Kurve an sich stu- 
dieren will, so wird er die zu beobachtenden Punkte regel- 
maBig verteilen, und sobald er einige von ihnen kennt, wird 
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er sie durch einen regelmafiigen Zug verbinden und damit 
die ganze Kurve kennen. Aber wie wird er dieses durch- 
fuhren? Wenn er einen sehr weit entfemten Punkt der 
Kurve bestimmt hat, so wird er nicht in dessen Nahe bleiben, 
sondem er wird zunachst das entgegengesetzte Ende der 
Kurve in das Auge fassen; darauf ist ein Punkt ungefahr 
in der Mitte zwischen den beiden auBersten Punkten von 
groBter Wichtigkeit usw, 

Wenn ein Gesetz festgestellt ist, so mussen wir zuerst die 
Falle aufsuchen, in welchen dieses Gesetz voraussichtlich 
versagt. Daher ruhrt, neben anderen Ursachen, das Inter- 
esse an den astronomischen Tatsachen und das Interesse 
an der geologischen Vergangenheit; denn indem wir uns im 
Raume sehr weit entfemen oder in der Zeit sehr weit zu- 
ruckversetzen, werden wir unsere gewohnten Gesetze vdllig 
umgesturzt finden; diese grofien Umwalzungen werden uns 
dazu verhelfen, die kleinen Veranderungen besser zu sehen 
oder besser zu verstehen, welche sich in unserer unmittel- 
baren Nahe abwickeln, das heiBt in dem kleinen Weltwinkel, 
in dem wir berufen sind zu leben und zu wirken. Wir wer- 
den diesen Winkel besser kennen lemen, nachdem wir in 
entfernten Gegenden umherschweiften , in denen wir sonst 
nichts zu tun hatten. 

Worauf wir nun achten mussen, ist weniger die Feststel- 
lung von Ahnlichkeiten und Unterschieden als das Heraus- 
finden von verborgenen Gleichformigkeiten unter den schein- 
baren Verschiedenheiten. Die einzelnen Gesetze scheinen 
zunachst miteinander nicht ubereinzustimmen, aber wenn 
man naher hinsieht, bemerkt man, daB sie sich im allge- 
meinen gleichen; sie sind dem Inhalte nach verschieden, 
aber sie ahneln sich in der Form durch die Anordnung ihrer 
Teile. Wenn wir sie von dieser Seite betrachten, werden 
wir bemerken, wie sie sich erweitern und sich dehnen, um 
alles zu erfassen. Das bedingt den Wert gewisser Tat- 
sachen, welche ein Ganzes ausmachen und zeigen, wie 
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dieses Ganze das getreue Abbild anderer bekannter Ge- 
samtheiten ist. 

Ich will mich hier nicht langer verweilen; schon diese 
wenigen Worle geniigen, um zu beweisen, daB der Gelehrte 
nicht dem bloBen Zufall die Wahl der Tatsachen uberlafit, 
die er beobachten soli. Er zahlt nicht die Blattlause, wie 
Tolstoi meint, weil die Anzahl dieser Tiere, so interessant 
sie anch sein mogen, Gegenstand launenh after Verande- 
rungen ist. Er versucht, viel Erfahrung und viel Denken 
in ein schwaches Heft znsammenzupressen, und darum 
enthalt ein kleines Lehrbuch der Physik so viele wirklich 
ausgefuhrte Experimente, aber tausendmal mehr mogliche 
Experimente, von denen man im voraus das Ergebnis 
weifi. 

Wir haben bis jetzt nur eine Seite der Frage ins Auge 
gefafit. Der Gelehrte studiert die Natur nicht, weil das etwas 
Nutzliches ist; er studiert sie, weil er daran Freude hat, und 
er hat Freude daran, weil sie so schon ist. Wenn die Na- 
tur nicht so schon ware, so ware es nicht der Muhe wert, 
sie kennen zu lemen, und das Leben ware nicht wert, ge- 
lebt zu werden. Ich spreche hier, wohlverstanden, nicht von 
einer Schonheit, welche die Sinne beruhrt, nicht von der 
Schonheit der Eigenschaften und Erscheinungen; nicht, weil 
ich das verachte, davon bin ich weit entfemt, aber diese 
Art Schonheit hat nichts mit der Wissenschaft zu tun; ich 
will von der viel intimeren Schonheit reden, welche aus der 
harmonischen Ordnung der Teile hervorgeht und welche 
von der reinen Intelligenz erfafit werden kann. Diese har- 
monische Ordnung ist es, welche den schwankenden Er- 
scheinungen, die unseren Sinnen schmeicheln, Korper, Oder 
besser gesagt, ein Ruckgrat gibt, und ohne diesen Halt ware 
die Schonheit dieser fluchtigen Traume nur unvollkommen, 
weil sie dann unbestimmt und immer verganglich ware. Im 
Gegenteil: die intellektuelle Schonheit genugt sich selbst, 
und um ihretwegen, mehr vielleicht als um des kunftigen 
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Wohles der Menschheit willen, verurteilt sich der Gelehrte 
zu langen und muhsamen Arbeiten. 

Das Suchen nach dieser eigentumlichen Schdnheit, nach 
dem Sinne der Harmonie der Welt, bringt tms dazu, dle- 
jenigen Tatsachen zu wahlen, welche am geeignetsten dazu 
sind, diese Harmonien zu vervollstandigen, so wie der Kunstler 
unter den eigenartigen Gesichtszugen seines Modells die- 
jenigen auswahlt, welche das Portrat vervollstandigen und 
ihm Leben und Charakter verleihen. Man braucht nicht zu 
furchten, daS diese instinktive und unwillkurliche Vorein- 
genommenheit den Gelehrten von dem Suchen nach Wahr- 
heit ablenkt. Man kann sich eine harmonische Welt traumen, 
wie weit sie auch hinter der wirklichen Welt zuruckbleibt; 
die grdBesten Kunstler, welche jemals lebten, die Griechen, 
konstruierten sich ein Himmelsgewolbe, und wie armselig 
ist es gegen das wahre Himmelsgewolbe, das wir jetzt kennen. 

Weil die Einfachheit, weil die GrdBe schon ist, darum 
suchen wir mit Vorliebe nach einfachen Tatsachen und nach 
groBen Tatsachen; darum erfreut es uns, bald den Riesen- 
lauf der Gestime zu verfolgen, bald mit dem Mikroskop 
diese wunderbare Kleinheit zu beobachten, welche an sich 
auch GroBe ist, bald in den geologischen Zeiten die Spuren 
der Vergangenheit zu suchen, welche uns reizt, weil sie so 
weit zuruckliegt. 

So sehen wir, daB die Sorge um das Schdne uns zu der- 
selben Wahl fuhrt, wie die Sorge um das Nutzliche. Dem- 
gemaB wird diese Okonomie des Denkens, diese Okonomie 
der Arbeit, welche nach Mach die standige Erweiterung 
der Wissenschaft bedingt, zu einer Quelle der Schdnheit, 
und zu gleicher Zeit bringt sie praktischen Vorteil. Wir be- 
wundera diejenigen Gebaude, bei welchen der Architekt die 
Mittel dem Zweck anpaBte, und bei denen die Saulen schein- 
bar muhelos und ohne Anstrengung das ihnen auferlegte 
Gewicht tragen, wie die anmutigen Karyatiden des Erech- 
theion. 
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Woher stammt diese Obereinstimmung ? Beruht sie nur 
darauf, daB die Dinge, welche uns schon erscheinen , sich 
am leichtesten unserer Intelligenz einpragen, und daB sie 
somit zugleich dasjenige Werkzeug bilden, welches die In- 
telligenz am besten zu handhaben versteht? Oder ist sie 
nur ein Spiel der Entwicklung und der naturlichen Zucht- 
wahl? Haben die Volker, deren Ideal sich am besten ihrem 
wohlverstandenen Interesse anpaBte, die anderen Volker ver- 
nichtet und ihren Platz eingenommen? Die einen wie die 
anderen folgten ihrem Ideal, ohne sich von den Folgen 
Rechenschaft abzulegen, aber wahrend dieses Suchen die 
einen zum Untergang fuhrte, bescherte es den anderen 
Macht und Ansehen. Man mdchte versucht sein zu glauben: 
wenn die Griechen fiber die Barbaren triumphierten und 
Europa, die Erbin des Griechengedankens, die Welt be- 
herrscht, so geschieht es, weil die Wilden die schreienden 
Farben und die larmenden Trommeltone liebten, die nur 
ihre Sinne beschaftigten, wahrend die Griechen die geistige 
Schonheit liebten, welche sich unter der Schonheit der Sinne 
verbirgt, und daB diese geistige Schonheit es ist, welche die 
Intelligenz sichert und starkt. 

Ein solcher Triumph wfirde Tolstoi allerdings erschrecken, 
und er wurde nicht erkennen wollen, daB dieser Triumph 
der geistigen Schonheit wirklich Nutzen bringen kann. Aber 
dieses selbstlose Suchen nach dem Wahren um seiner eigenen 
Schonheit willen ist auch heilsam und vermag den Menschen 
besser zu machen. Ich weiB wohl, daB es auch hier Aus- 
nahmen gibt, daB der Forscher bei dem Suchen nach Wahr- 
heit nicht immer die Freudigkeit findet, die er darin finden 
sollte, und daB es sogar Gelehrte gibt, die einen sehr schlechten 
Charakter haben. 

Soli man daraus schluBfolgern, daB man die Wissenschaft 
aufgeben und nur noch Moralstudien treiben soli? 

Oder glaubt man, daB die Moralisten selbst vorwurfsfrei 
sind, wenn sie von ihrer Kanzel herabsteigen? 
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Zweites Kapitel. 

Die Zukunft der Mathematik. 

Wollen wir die kunftige Entwicklung der Mathematik vor- 
aussagen, so tun wir am besten, ihre Geschichte und ihren 
gegenwartigen Zustand zu studiereu. 

1st das nicht fur uns Mathematiker ein unserem Berufe in 
gewisser Hinsicht entsprechendes Vorgehen? Wir sind daran 
gewohnt zu extrapolieren; das ist ein Mittel, die Zukunft 
aus der Vergangenheit und aus der Gegenwart abzuleiten, 
und da wir genau wissen, was dieses Extrapolieren leisten 
kann, riskieren wir nicht, uns Illusionen uber die Tragweite 
der Resultate, welche aus diesem Verfahren hervorgehen, zu 
machen. 

Es hat einmal Ungluckspropheten gegeben. Sie wieder- 
holten geme, daB alle losbaren Probleme schon gelost waren 
und daB wir nur eine Nachlese halten konnen. Glucklicher- 
weise beruhigt uns das Beispiel der Vergangenheit. Oft ge- 
nug glaubte man alle Probleme gelost zu haben, oder wenig- 
stens das Verzeichnis derjenigen gemacht zu haben, welche 
eine Losung zulassen. Daraufhin hat sich der Sinn des 
Wortes Losung erweitert, die fur unlosbar gehaltenen Pro- 
bleme sind die interessantesten von alien geworden und 
andere Probleme sind entstanden, an die man nicht dachte. 
Den Griechen erschien als eine gute Losung diejenige, welche 
nur Zirkel und Lineal erforderte ; spater gait als gute Losung 
eine solche, die man durch Wurzelausziehen erhalt; noch 
spater eine solche, in welcher nur algebraische Funktionen 
oder Logarithmen vorkommen. Die Pessimisten wurden so- 
mit fortwahrend besiegt, immer gezwungen zuruckzuweichen, 
und ich glaube, daB es jetzt keine Pessimisten mehr gibt. 

Meine Absicht ist nicht, die Pessimisten zu bekampfen; 
es gibt ja keine mehr; wir wissen genau, daB die Mathe- 
matik in ihrer Entwicklung fortfabrt, aber es handelt sich 
darum zu wissen: in welchem Sinne entwickelt sie sich? 
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Man wird mir antworten: „in jedem Sinne“, und das ist zum 
Teil wahr; aber wenn es ganz wahr ware, wurde es ziem- 
lich erschreckend sein. Unsere Reichtumer wurden ungeheuer 
werden und ihre Anhaufung wiirde einen Wust bilden, der 
ebenso undurchdringiich ware, wie es die unerkannte Wahr- 
heit fur den Unwissenden ist 

Der Geschichtsschreiber muB ebenso wie der Physiker eine 
Wahl zwischen den Tatsachen treffen; das Gehim des Ge- 
lehrten, das nur eine Ecke des Weltalls beherrscht, kann 
niemals das ganze Weltall fassen; somit muB man unter den 
zahllosen Tatsachen, welche die Natur uns darbietet, einige 
beiseite lassen und andere beachten. Ebenso ist es, a for- 
tiori, in der Mathematik; der Mathematiker kann ebenso- 
wenig die Unmasse aller sich ihm darbietenden Tatsachen 
behalten; um so weniger als er selbst, ich mochte fast sagen: 
seine Laune, diese Tatsachen geschaffen hat Er selbst baut 
aus alien moglichen Teilen eine neue Kombination auf, in- 
dem er die einzelnen Elemente jener Teile miteinander in 
Verbindung bringt; die Natur liefert ihm im allgemeinen 
diese Kombination nicht in fertigem Zustande. 

Ohne Zweifel lost der Mathematiker hin und wieder ein 
Problem, um einem Bediirfnisse der Physik zu entsprechen, 
oder der Physiker, der Ingenieur, ersuchen ihn hin und 
wieder, zum Zwecke irgendeiner Anwendung eine gewisse 
Zahl zu berechnen. Darf man deshalb sagen, daB wir Mathe- 
matiker uns darauf beschranken muBten, den Befehlen an- 
derer zu dienen, daB wir unsere Wissenschaft nicht nur zu 
unserem Vergnugen treiben durften und kein anderes Ver- 
langen haben sollten, als uns dem Geschmacke unserer 
Klienten anzupassen? Wenn die Mathematiker wirklich kein 
anderes Ziel haben als diejenigen zu unterstutzen, welche 
die Natur studieren, dann muBten wir die Befehle dieser 
letzteren abwarten. Kann eine solche Auffassungsweise ge- 
rechtfertigt werden? Sicherlich nicht; wenn wir die exakten 
Wissenschaften nicht um ihrer selbst willen betrieben hatten, 
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so ware das herrliche Hilfsmittel, das wir in der Mathematik 
besitzen, niemals geschaffen worden, und in dem Momente, 
wo die Anforderungen der Physiker an uns herangetreten 
waren, hatten wir hilflos dagestanden. 

Die Physiker warten auch nicht, wenn sie eine Erschei- 
nung studieren, bis irgendein dringendes Bedurfnis des ma- 
teriellen Lebens sie dazn treibt, und sie haben recht; wenn 
die Gelehrten des achtzehnten Jahrhunderts die Elektrizitat 
nur als eine Kuriositat angesehen und dieselbe deshalb ver- 
nachlassigt hatten, so besafien wir im zwanzigsten Jahrhun- 
dert weder Telegraphie noch Elektrochemie noch Elektro- 
technik. Somit werden die Physiker, wenn sie zu wahlen ge- 
zwungen sind, bei ihrer Wahl nicht allein durch die Nutz- 
anwendung geleitet. Wie sollen sie nun zwischen den natur- 
lichen Tatsachen wahlen? Wir haben es im vorhergehenden 
Kapitel erklart; die Tatsachen, welche die Physiker inter- 
essieren, sind diejenigen, welche zur Entdeckung eines Ge- 
setzes fuhren konnen; es sind somit solche, welche vielen 
anderen Tatsachen analog sind und welche deshalb nicht 
vereinzelt erscheinen, sondera eng verkniipft mit anderen 
Tatsachen. Die vereinzelte Tatsache fallt in die Augen, bei 
Laien wie bei Gelehrten. Aber was der wahre Physiker 
allein zu sehen versteht, das ist das Band, welches verschie- 
dene Tatsachen, deren Analogic tief, aber verborgen ist, 
verknupft. Die Anekdote vom Apfel Newtons ist wahr- 
scheinlich nicht wahr, aber sie ist symbolisch; wir wollen 
von ihr sprechen, als wenn sie wahr ware. Wir wollen also 
annehmen, daB die Menschen lange vor Newton Apfel von 
den Baumen fallen sahen : . aber niemand hat daraus eine 
SchluBfolgerung gezogen. Die Tatsachen an sich sind un- 
fruchtbar; es muB befahigte Geister geben, welche unter den 
Tatsachen eine Wahl treffen und diejenigen unterscheiden, 
hinter welchen sich etwas verbirgt; sie mussen erkennen, was 
das ist, was sich dahinter verbirgt ; das sind jene Geister, welche 
hinter der nackten Tatsache die Seele der Tatsache spuren. 

Poincarfe: Wissenschaft und Methode 2 
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Ebenso machen wir es in der Mathematik; aus den ver- 
schiedenen Elementen, die wir kennen, konnen wir Millionen 
von verschiedenen Kombinationen ableiten; aber sobald eine 
dieser Kombinationen vereinzelt bleibt, hat sie jeden Wert 
verloren; wir haben tins viel Muhe gegeben, die Kombina- 
tion zu bilden, aber das fuhrt zu nichts, hochstens liefert es 
eine Hausaufgabe fur den Gymnasialunterricht. Ganz anders 
verhalt es sich, wenn diese Kombination einen Platz in einer 
Abteiiung von analogen Kombinationen einnimmt, nnd wenn 
wir diese Analogie erkannt haben; dann stehen wir nicht 
mehr einer Tatsache, sondem einem Gesetze gegenuber. Dann 
wird der wirkliche Erfinder nicht mehr als ein Handwerker 
gelten, welcher geduldig eine dieser Kombinationen aufbaute, 
sondem er wird klar ihren Zusammenhang mit verwandten 
Kombinationen erwiesen haben. Als Handwerker hatte er 
nur die nackte Tatsache vor sich gesehen, als Erfinder hat 
er die Seele der Tatsache herausgefuhlt. Oft muB er, um 
den betreffenden Zusammenhang klarzulegen, ein neues Wort 
erfinden, und dieses Wort wirkt dann schopferisch; die Ge- 
schichte der Wissenschaft liefert uns dafiir eine Menge von 
Beispielen, die wir alle kennen. 

Der beruhmte Wiener Philosoph Mach auBerte 1 ), dafi es 
die Aufgabe der Wissenschaft ware, die Okonomie des Den- 
kens zu fordern, so gut, wie die Maschine die Okonomie 
der Arbeit bedingt. Das ist sehr wahr. Der Wilde rechnet, 
indem er an den Fingem abzahlt oder kleine Steine zu- 
sammenhauft. Wenn wir den Kindern die Multiplikations- 
tabellen beibringen, ersparen wir ihnen fur spater zahllose 
Rechnungsmanover mit Steinen. Fruher erkannte jemand, 
mit Hilfe von Steinen oder auf andere Art, daB 6 x 7 =■= 42 
ist, und hatte die gute Idee, dieses Resultat aufzuschreiben, 
und deshalb brauchen wir dasselbe nicht von neuem auszu- 
rechnen. Der Betreffende hat seine Zeit nicht verloren, auch 
wenn er nur zu seinem Vergnugen rechnete; sein Verfahren 
erforderte vielleicht nur zwei Minuten; im ganzen waren zwei 
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Milliarden Minuten zu der Arbeit notig gewesen, wenn eine 
Milliarde Menschen wieder damit hatte anfangen mussen. 

Die Wichtigkeit einer Erfindung richtet sich also nach 
ihrem Nutzeffekt, d. h. nach der Quantitat an Denken, die 
sie tins erspart. 

In der Physik ergeben diejenigen Tatsachen den groBe- 
sten Nutzeffekt, welche sich einem allgemeinen Gesetze 
unterordnen lassen, denn sie gestatten uns, eine groBe Zahl 
anderer Tatsachen vorauszusagen, und ebenso ist es in der 
Mathematik. Wenn ich eine komplizierte Rechnnng durch- 
gefiihrt habe und mit groBer Muhe zu einem Resultat ge- 
langt bin, so ware meine Arbeit doch vergeblich gewesen, 
wenn ich dadurch nicht die Fahigkeit erlangt hatte, die 
Resultate anderer analoger Rechnungen vorauszusehen und 
diese Rechnungen mit sicherem Gefuhl so zu dirigieren, daB 
all jenes Umhertasten vermieden wird, auf das ich bei Aus- 
fuhrung der ersten Rechnung angewiesen war. Ich hatte 
nicht vergebens gearbeitet, wenn gerade dieses Umhertasten 
mir die tiefe Analogie des soeben behandelten Problems 
mit einer weit ausgedehnteren Klasse anderer Probleme 
offenbart hatte, wenn ich dadurch zugleich die Ahnlichkeiten 
und die Unterschiede erkannt hatte: kurz, wenn ich dadurch 
die Moglichkeit einer Verallgemeinerung erkannt hatte. Also 
nicht ein neues Resultat hatte ich dann gewonnen, sondem 
eine Quelle neuer Kraft. 

Als einfaches Beispiel hierfiir bietet sich uns die algebra- 
ische Formel dar: wenn man in ihr schlieBlich alle Buch- 
staben durch Zahlen ersetzt, so gibt sie uns die Losung 
eines ganzen Typus von numerischen Aufgaben. Einer sol- 
chen Formel haben wir es zu danken, wenn uns eine einzige 
algebraische Rechnung die Muhe erspart, bei neuen nume- 
rischen Rechnungen immer wieder von vorne anzufangen. 
Aber das ist nur ein plumpes Beispiel; wie allgemein be- 
kannt ist, gibt es Analogien, die sich nicht durch eine For- 
mel ausdrucken lassen und die gerade am wertvollsten sind. 

2* 
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Wenn ein neues Resultat Wert hat, d. h. wenn es 1 angst 
bekannte, aber bis dahin unsicher und befremdend erschei- 
nende Elemente miteinander verbindet, so fuhrt das Resul- 
tat plotzlich da eine Ordnung ein, wo bis jetzt Unordnung 
herrschte. Das Resultat erlaubt uns dann mit einem Blick 
jedes dieser Elemente und den Platz, den es in der Ge- 
samtheit einnimmt, klar zu ubersehen. Diese neue Tatsache 
ist an sich selbst nicht wertvoll, dennoch gibt sie allein alien 
anderen Tatsachen, welche sie miteinander verknupft, ihren 
Wert Unser Vers tan d ist ebenso unzulanglich wie unsere 
Sinne, er wurde sich in der Zusammengesetztheit der Welt 
vollig verlieren, wenn diese Zusammengesetztheit nicht eine 
harmonische ware; er wurde darin, gleich einem Kurzsich- 
tigen', nur die Details sehen, um jedes dieser Details aus 
dem Gedachtnisse zu verlieren, noch bevor er das nachst- 
liegende pruft, weil sein Auge unfahig ist, das Ganze zu 
uberblicken. Die einzigen unserer Aufmerksamkeit wurdigen 
Tatsachen sind diejenigen, welche in die erwahnte Zusam- 
mengesetztheit Ordnung einfuhren und sie uns somit zugang- 
lich machen. 

Die Mathematik liebt in ihren Methoden und in ihren 
Resultaten die Eleganz; das ist durchaus kein Dilettantis- 
mus. Was verleiht uns nun das Gefuhl der Eleganz in einer 
Ldsung oder in einer Beweisfuhrung? Es ist die Harmonie 
der verschiedenen Teile, ihre Symmetric, ihr schones Gleich- 
gewicht; in einem Wort: alles, was Ordnung schafft, alles, 
was die Teile zur Einheit fiihrt; alles, was uns erlaubt, die 
Dinge klar zu sehen und sowohl das Ganze wie auch zu 
gleicher Zeit die Details zu uberblicken. Zugleich mit der 
Eleganz bringt das auch grofie Vorteile mit sich und wirk- 
lich, je klarer wir die Gesamtheit mit einem Blick uber- 
sehen, desto besser bemerken wir die Analogien mit an- 
deren, benachbarten Objekten, desto mehr haben wir folg- 
lich Aussicht, die moglichen Verallgemeinerungen zu erraten. 
Das Gefuhl der Eleganz kann dadurch bedingt sein, dafi 
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wir unerwartet Objekten begegnen, die man fur gewohnlich 
nicht antrifft; hier ist sie fruchtbar, weil sie uns bis dahin 
unerkannte Verbindungen aufdeckt ; sie ist selbst da frucht- 
bar, wenn sie sich nur aus dem Gegensatze zwischen der 
Einfachheit der Mittel und der Zusammengesetztheit des ge- 
stellten Problems ergibt; sie veranlafit uns alsdann fiber die 
Ursache dieses Gegensatzes nachzudenken, und oft genug 
zeigt sie uns, dafi diese Ursache nicht zufallig ist und dafi 
wir sie in irgendwelchem nicht erwarteten Gesetze finden. 
Kurz, das Geffihl der mathematischen Eleganz ist nichts 
anderes als die Befriedigung, welche uns eine gewisse Ober- 
einstimmung zwischen der gefundenen Losung und den Be- 
dfirfnissen unseres Geistes bietet, und auf Grand dieser 
Ubereinstimmung kann uns die Losung als neues Werkzeug 
dienen. Darum ist die asthetische Befriedigung mit der Oko- 
nomie des Denkens eng verbunden. Wieder kornrnt mir der 
Vergleich mit dem Erechtheion in den Sinn, aber ich will 
ihn nicht zu oft anwenden. 

Aus demselben Grande sind wir, wenn eine lange Be- 
rechnung uns zu einem einfachen und schlagenden Beweise 
geffihrt hat, nicht eher zufrieden, als bis wir erkannt haben, 
dafi wir, wenn auch nicht das ganze Resultat, so doch we- 
nigstens seine charakteristischsten Merkmale hat ten vor- 
aussehen kdnnen. Weshalb das? Was hindert uns daran, 
uns mit einer Berechnung zu begnfigen, welche uns, dem 
Anschein nach, alles lehrt, was wir zu wissen wfijischten? 
Wir dfirfen uns deshalb mit der blofien Rechnung nicht zu- 
frieden geben, weil wir in analogen Fallen die lange Rech- 
nung nicht nochmals anwenden konnen; ganz anders bei 
einer mehr anschauungsmafiigen Begrfindung, welche uns 
das Voraussehen gestattet hattel Wenn diese anschauungs- 
mafiige Begrfindung kurz ist, so fiberblickt man auf einmal 
alle ihre Teile, und zwar dergestalt, dafi man sogleich sieht, 
wie man sie verandern mufi, um sie fur alle ahnlichen Pro- 
bleme, die auftauchen konnten, anzuwenden. Und weil die 
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Begrundung uns gestattet vorauszusehen, ob die Losung der 
Probleme einfach sein wird, zeigt sie uns zum mindesten, 
ob es lohnt, die Rechnung zu beginnem 

Was wir hier erwahnten, genugt, um zu beweisen, wie ver- 
geblich es ware, die freie Initiative des Mathematikers durch 
irgendeinen mechanischen Vorgang ersetzen zu wollen. Es 
genugt nicht, Rechnungen durchzukauen oder eine Maschine 
zum Anordnen der Dinge in Bewegung zu setzen, um ein 
wirklich wertvolles Resultat zu erzielen; nicht die Ordnung 
an sich, sondem die unverhofft gefundene Ordnung ist von 
Wert. Die Maschine kann die nackte Tatsache verarbeiten, 
mit der Seele der Tatsache kann sie nichts anfangen. 

Seit Mitte des letzten Jahrhunderts sind die Mathematiker 
immer mehr bestrebt, absolute Strenge zu erreichen; sie 
haben recht damit, und dieses Bestreben wird noch immer 
mehr hervorgehoben werden. Die Strenge in der Mathe- 
matik bedeutet nicht alles, aber ohne sie ist nichts mdglich; 
eine Beweisfuhrung ohne Strenge ist hinfallig. Ich glaube, 
niemand wird diese Wahrheit anzweifeln. Wenn man sie 
jedoch zu wortlich nimmt, so kommt man zu der Ansicht, 
daB es vor etwa 1820 keine Mathematik gab; das hieBe 
allerdings offenbar ubertreiben; die Mathematiker dieser fru- 
heren Zeit setzten stillschweigend voraus, was wir mit weit- 
schweifigen Auseinandersetzungen erlautem; damit soil nicht 
gesagt sein ; daB sie die Schwierigkeiten uberhaupt nicht 
sahen; aber sie schritten zu schnell daruber hinweg; um sie 
richtig zu erkennen, hatten sie sich der Muhe unterziehen 
mussen, sie klar auszusprechen. 2 ) 

Nur ist es nicht immer notig, sie so oft auszusprechen; 
diejenigen, welche sich zuerst mit der Strenge in den Be- 
weisen beschaftigten, haben uns SchluBketten uberliefert, die 
uns als Vorbild dienen konnen; aber wenn alle Beweise der 
Zukunft nach diesen Vorbild em aufgebaut werden sollten, 
so wiirden die Lehrbiicher der Mathematik zu dickleibig 
werden, und das furchte ich nicht nur, weil ich vor der CFber- 
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fullung der Bibliotheken erschrecke, sondem weil ich der 
Meinung bin, daB gar zu lang gewordene Beweise jene Har- 
monie verlieren, deren Nutzlichkeit ich soeben auseinander- 
setzte. 

Man muB dabei die Okonomie des Denkens im Auge be- 
halten; es genugt nicht, nachahmenswerte Vorbilder aufzu- 
stellen. Man mufi sich spater von diesen Vorbildem frei- 
machen und die schon gemachten SchluBketten in wenigen 
Linien zusammenfassen konnen, ohne sie jedesmal ganz zu 
wiederholen. In einigen Fallen hat man schon mit Erfolg 
in diesem Sinne gearbeitet; man kannte z. B. einen gewissen 
Typus von SchluBketten, die alle einander ahnlich waren 
und die man oft anzuwenden hatte; sie waren vollkommen 
streng, aber sehr lang. Eines Tages erdachte man das Wort 
„Gleichformigkeit der Konvergenz“, und dies eine Wort hat 
jene SchluBketten uberflussig gemacht; man hat nicht mehr 
notig, sie zu wiederholen, weil man sie jetzt stillschweigend 
voraussetzen darf. Diejenigen, welche scheinbar unuberwind- 
liche Schwierigkeiten beseitigen, konnen uns also einen dop- 
pelten Dienst erweisen: erstens, indem sie uns lehren bei 
passender Gelegenheit ebenso vorzugehen, wie sie, beson- 
ders aber, indem sie uns erlauben, moglichst oft anders vor- 
zugehen, wie sie, wenn nur dabei an Strenge nichts: ver- 
loren geht. 8 ) 

Soeben habe ich ein Beispiel dafur angefuhrt, wie wichtig 
Worte in der Mathematik sind; ich konnte noch manches 
Beispiel zitieren. Es ist kaum glaublich, wie sehr ein wohl- 
gewahltes Wort Denken sparen kann, wie Mach bereits 
sagt. Ich weiB nicht, ob ich an einer Stelle schon erwahnte, 
daB die Mathematik die Kunst ist, scheinbar verschiedenen 
Dingen denselben Namen zu geben. Nur mussen diese Dinge, 
wenn sie auch an Inhalt verschieden sind, in der auBeren 
Erscheinung sich ahnlich sein, und sie mussen sozusagen 
in dieselbe Form gegossen werden konnen. Wenn die Aus- 
drucksweise gut gewahlt ist, so wird man mit Erstaunen be- 
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merken, wie alle Beweisfuhrungen , die fur ein bekanntes 
Objekt gemacht werden, sofort auf viele neue Objekte an- 
wendbar sind; man braucht nichts zu an deni, nicht einmal 
die Worte, weil die Benennungen die gleichen geworden 
sind. 

Oft genugt ein wohl gewahltes Wort um die Ausnahmen 
verschwinden zu lassen, welche die in der fruheren Aus- 
drucksweise aufgestellten Gesetze mit sich brachten; deshalb 
hat man negative Grofien, imaginare Grofien, unendlich feme 
Punkte erdacht, und wer weiB, was noch alles. Dabei ist 
nicht zu vergessen, daB die Ausnahmen schadlich sind, weil 
sie die Gesetze verbergen. 

Eines der Merkmale, an denen man die Tatsachen von 
groBem Nutzeffekt erkennt, besteht darin, daB sie die er- 
wahnten glucklichen Neuerungen der Ausdrucksweise zu- 
lassen. Die nackte Tatsache ist dann manchmal ohne be- 
sonderes Interesse , man kann oft auf sie hinweisen, ohne 
der Wissenschaft damit einen grofien Dienst zu leisten; sie 
hat erst Wert, wenn eines Tages ein geubterer Denker die 
Verwandtschaft mit anderen Tatsachen erkennt, sie klar 
darstellt und durch ein Wort symbolisiert. 

Die Physiker handeln ebenso; sie erfanden das Wort 
Energie und dieses Wort war von erstaunlicher Fruchtbar- 
keit, denn es schuf ebenfalls ein Gesetz, indem es Ausnah- 
men beseitigte, und es ermoglichte eine gleiche Benennung 
fiir Dinge, die inhaltlich verschieden, in der aufieren Erschei- 
nung aber ahnlich sind. 

Unter den Worten, welche von gunstigstem Einflusse waren, 
erwahne ich „Gruppe“ und „Invariante“. Sie lieBen uns 
das wahre Wesen von vielen mathematischen Beweisen er- 
kennen; sie zeigten uns, in wie vielen Fallen die alten 
Mathematiker Gruppen anwandten, ohne es zu wissen, und 
wie sie sich plotzlich, ohne den Grund zu erkennen, ein- 
an der naherten, obgleich sie sich weit voneinander entfemt 
glaubten. 
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Wir wurden heute darauf hinweisen, daB sie isomorphe 
Gruppen betrachtet haben. Wir wissen jetzt, daB der In- 
halt einer Gruppe uns wenig iateressiert, daB lediglich die 
Form Bedeutung hat und daB, wenn man eine Gruppe 
kennt, man dadurch auch alle isomorphen Gruppen kennt; 
dank den Worten „Gruppe“ und „Isomorphismus“, welche 
dieses scharfsinnige Gesetz in wenig Silben zusammenfassen 
und es alien vollig vertraut machen, ist der Obergang zu 
den isomorphen Gruppen unmittelbar und vollzieht sich, in- 
dem er jede Anstrengung des Denkens erspart. Der Begrifif 
einer Gruppe hangt uberall mit dem Begrifif einer Transfor- 
mation zusammen; warum legt man solchen Wert auf die 
Erfindung einer neuen Transformation? Weil sie uns mittels 
eines einzigen Theorems erlaubt, deren zehn oder zwanzig 
zu gewinnen; sie ist von gleichem Werte wie eine Null, 
wenn sie rechts an eine ganze Zahl gesetzt wird. 4 ) 

All dieses hat bisher die Richtung des Fortschrittes in 
der Mathematik bestimmt und, es ist gewiB, daB es dieselbe 
auch femer bestimmen wird. Dazu tragt auch die Natur der 
sich darbietenden Probleme bei. Wir durfen nie unser Ziel 
aus dem Auge lassen; nach m einer Meinung ist dieses Ziel 
ein zweifaches; unsere Wissenschaft grenzt sowohl an die 
Philosophic als auch an die Physik, und fur beide Nachbam 
mussen wir arbeiten. In der Tat konnten wir immer beob- 
achten, wie die Mathematiker stets in beiden entgegenge- 
setzten Richtungen fortschritten, und dasselbe werden wir 
auch in Zukunft beobachten. 

Einesteils muB die mathematische Wissenschaft uber sich 
selbst nachdenken, und das ist ndtig, denn Nachdenken uber 
sich selbst heifit in diesem Falle soviel wie: Nachdenken 
uber den menschlichen Geist, der die Mathematik geschafifen 
hat, um so mehr, als es sich um diejenige seiner Schopfungen 
handelt, fur welche der menschliche Geist am wenigsten An- 
leihen von auBen her gemacht hat. Deshalb sind gewisse 
mathematische Spekulationen von groBem Nutzen, z. B. die- 
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jenigen, welche sich mit dem Stadium der Postulate be- 
schiitigen oder mit den nichteuklidischen und ahnlichen 
Gaometrien , oder mit Funktionen von fremdartigen Eigen- 
schaften. Je mehr sich diese Spekulationen von den ge- 
brauchlicheren Vorstellungen, und folglich von der Natur 
und von den Anwendungen entfemen, um so besser zeigen 
sie uns, was der menschliche Geist zu leisten vermag, wenn 
er sich mehr und mehr der Tyrannei der auBeren Welt ent- 
zieht, um so besser werden wir folglich in der Lage sein, das 
Wesen dieses Geistes zu erkennen. 

Das Gros unserer Armee mussen wir indessen nach der 
anderen Seite marschieren lassen , d. h. nach der Seite der 
Anwendungen in der Natur. 

Da werden wir den Physiker und den Ingenieur antreffen, 
die uns fragen: „Konnt ihr mir diese Dififerentialgleichung 
integrieren, ich brauche sie in etwa acht Tagen fur die und 
die Konstruktion, die an dem und dem Tage fertig sein 
muB.“ — „Diese Gleichung“, werden wir antworten, „ge- 
hort nicht zu einem der integrabeln Typen, ihr wiBt doch, 
daB es deren nicht viele gibt.“ — „Das weiB ich sehr wohl, 

aber wozu seid ihr denn uberhaupt da?“ Meistens 

wird man sich daruber verstandigen; der Ingenieur braucht 
namlich das Integral nicht in geschlossener Form; er braucht 
nurdas allgemeine Verhalten der Integralfunktion zu kennen, 
oder er braucht vielleicht nur eine bestimmte Zahl zu wissen, 
die sich aus diesem Integrale leicht ableiten liefie , wenn 
man es kennen wurde. Gewohnlich kennt man es aber nicht; 
man wurde indessen die verlangte Zahl auch so berechnen 
konnen, wenn man nur genau wuBte, welche Zahl der In- 
genieur wissen will und mit welcher Genauigkeit sie be- 
rechnet werden soli. 

Fruher betrachtete man eine Gleichung nur dann als ge- 
lost, wenn man ihre Losung durch eine endliche Zahl von 
bekannten Funktionen ausgedruckt hatte; aber das ist kaum 
einmal in hundert Fallen moglich. Was wir aber impaer lei- 
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sten konnen, oder vielmehr: was wir immer zu leisten ver- 
suchen mussen, das ist sozusagen die qualitative Ldsung 
des Problems, d. h. die Bestimmung der Kurve, welche die 
gesuchte Funktion darstellt, in ihrer allgemeinen Gestalt. 

Wir mussen ferner die quantitative Ldsung des Problems 
finden; wenn die Unbekannte nicht durch eine endliche 
Rechnung bestimmt werden kann, so kann man sie docb 
immer durch eine unendliche konvergente Reihe darstellen, 
welche die Berechnung zulafit. Kann man nun das als eine 
wirkliche Ldsung ansehen? Man erzahlt sich, dafi Newton 
an Leibniz ein Anagramm schickte, das ungefahr so lau- 
tete: aaaaabbbeeeeti , usw. usw. Leibniz verstand das 
naturlich nicht, wir aber wissen jetzt, dafi dieses Anagramm 
in das Moderne ubersetzt heifien soil: „Ich kann alle Diflfe- 
rentialgleichungen integrieren“, und wir mussen voraussetzen, 
dafi Newton entweder Aussicht dazu hatte oder sich son- 
derbare Illusionen machte. Er wollte mit seinem Anagramm 
ganz einfach ausdrucken, dafi er (mittels der Methode der 
unbestimmten Koeffizienten) eine Potenzreihe bilden konnte, 
welche formell der vorgeschlagenen Gleichung genugte. 

Heute wurde uns eine ahnliche Losung nicht mehr ge~ 
nugen, und zwar aus zwei Grunden: weil die Konvergenz 
zu langsam ist und weil die Glieder aufeinander folgen ohne 
irgendeinerii Gesetze zu gehorchen. Dagegen z.B.die ©-Reihe 
lafit nichts zu wunschen ubrig, erstens, weil sie sehr schnell 
konvergiert (das ist fur den Praktiker wichtig, welcher seine 
Zahl sehr genau wiinscht) und dann, weil wir mit einem 
Blick das Gesetz der Glieder ubersehen (damit ist dem 
asthetischen Bediirfnisse des Theoretikers Genuge getan). 

Dann aber gibt es keine losbaren und keine unlosbaren ( 
Probleme mehr; es gibt nur mehr oder weniger losbare 
Probleme, je nachdem sie durch eine schneller oder lang- 
samer konvergierende Reihe gelost werden, oder durch ein 
mehr oder minder harmonisches Gesetz erzeugt werden. Es 
kommt immer vor, dafi eine unvollkommene Losung zu einer 
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besseren Losung fuhrt. Manchmal ist eine Reihe von so 
langsamer Konvergenz , daB die Berechnung unanwendbar 
ist und man nur zu dem Beweis der Moglichkeit eines Pro- 
blems gelangt. 5 ) 

Uber dergleichen spottet nun wohl der Ingenieur, und er 
hat ja auch ein Recht dazu, weil ihm das alles nicht dazu 
verhilft, seine Konstruktion zu einem bestimmten Termine 
fertig zu stellen. Er kummert sich wenig darum, ob dies 
oder jenes fur die Ingenieure des 22. Jahrhunderts von 
Nutzen sein wird ; wir denken aber anders und fuhlen manch- 
mal eine groBere Befriedigung, wenn wir unseren Enkelkin- 
dern einen Arbeitstag erspart haben, als wenn wir unseren 
Zeitgenossen eine Stunde erspart hatten. 

Manchmal gelangen wir durch unsicheres Umhertasten, 
gewissermaBen empirisch, zu einer genugend konvergieren- 
den Formel. Was verlangt ihr denn mehr? fragt der Inge- 
nieur, wir aber sind trotzdem nicht zufrieden, wir haben 
diese Konvergenz voraussehen wollen. Warum? Wenn wir 
die Konvergenz einmal vorausgesehen haben, so konnen wir 
hoffen, sie ein anderes Mai auch vorauszusehen. In unseren 
Augen gilt es wenig, daB uns eine Sache einmal gelungen 
ist; wir wollen die Hofifnung haben, daB sie uns ein ander- 
mal auch gelingen kann. 

- In dem MaBe, in dem sich die Wissenschaft weiter ent- 
wickelt, wird es immer schwieriger, ihr Gebiet ganz zu iiber- 
blicken; deshalb versucht man sie in Stucke zu zerlegen, um 
sich mit einem dieser Stucke zu begniigen: kurz, man wird 
Spezialist. Wenn man in diesem Sinne fortfahrt, so wurde 
dadurch der Fortschritt der Wissenschaft emstlich gefahrdet 
werden. Wir sprachen eben davon, daB die Wissenschaft 
gerade durch die unerwarteten Beziehungen zwischen ihren 
verschiedenen Gebieten fortschreitet. Sich zu sehr speziali- 
sieren hieBe sich gegen diese Beziehungen. verschliefien. 
Hoffen wir, daB Kongresse wie der von Heidelberg und Rom 
uns weitere Ausblicke auf benachbarte Felder eroffnen, in- 
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dem sie die Gelehrten in Verbindung zueinander bringen, 
hoffen wir, daB uns diese Zusammenkunfte notigen , das 
wissenschaftliche Gebiet eines Kollegen mit dem unseren zu 
vergleichen, und wir so gezwungen werden, aus unserem 
engen Bereich herauszugehen ; somit warden die Kongresse 
zum besten Hilfsmittel gegen die Gefahr werden, fiber die 
ich soeben meine Beffirchtungen aufierte. 8 ) 

Ich habe mich zu lange mit Allgemeinheiten aufgehalten; 
es ist Zeit, auf Einzelheiten einzugehen. 

Wir wollen die verschiedenen besonderen wissenschaft- 
lichen Abteilungen, deren Ganzes die Mathematik ausmacht, 
an uns vorbeiziehen lassen; wir wollen beobachten, was 
jede dieser Abteilungen geleistet hat, wohin sie strebt und 
was wir von ihr erwarten konnen. Wenn unsere Voraus- 
setzung richtig war, so mussen wir sehen, daB die groBen 
Fortschritte der Vergangenheit dadurch entstanden, dafi zwei 
Wissenschaften sich einander naherten, dadurch, daB man 
sich der Ahnlichkeit ihrer Form bewuBt wurde trotz der Ver- 
schiedenartigkeit ihres Gegenstandes; dadurch endlich, daB 
eine sich der andem so anpaBte, daB die eine von den 
Errangenschaften der andern Nutzen ziehen konnte. Wir 
mussen dann zugleich aus den Beziehungen derselben Art 
zueinander die Fortschritte, welche die Zukunft bringt, einiger- 
mafien voraussehen. 


Die Arithmetik. 

Die Fortschritte der Arithmetik waren viel langsamer als 
diejenigen der Algebra und Analysis; der Grand ist ein- 
leuchtend. Das Gefuhl der Stetigkeit ist ein wertvoller Fuhrer, 
der dem Arithmetiker fehlt; jede ganze Zahl ist von den 
fibrigen getrennt, sie behauptet sozusagen ihre eigene Indi- 
vidualist; jede dieser ganzen Zahlen bildet eine Art Aus- 
nahme; deshalb sind die allgemeinen Theoreme in der 
Zahlentheorie seltener als in anderen Gebieten der Mathe- 
matik; deshalb werden auch diejenigen allgemeinen Satze, 
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welche bestehen, versteckter sein and langere Zeit den For- 
schem entgehen. 

Wenn die Arithmetik gegenuber der Algebra und Ana- 
lysis im Ruckstand ist, so kann sie nichts Besseres tun als 
versuchen, sich diesen Wissenschaften anzupassen, um von 
ihren Fortschritten Nutzen zu ziehen. Der Arithmetiker mufi 
sich also die Analogien mit der Algebra zum Fuhrer wahlen. 
Diese Analogien sind zahlreich und wenn sie, was vielfach 
der Fall ist, noch nicht genugend durchstudiert sind, um an- 
wendbar zu sein, so werden sie zum mindesten seit langerer 
Zeit vorausgeahnt, und sogar die Ausdrucksweise der bei- 
den Wissenschaften beweist, dafi man sie bemerkt hat. So 
spricht man beispielsweise von transzendenten Zahlen und 
gibt sich Rechenschaft davon, dafi die kunftige Klassifika- 
tion dieser Zahlen schon die Klassifikation der transzen- 
denten Funktionen zum Vorbild hat, und dennoch sieht 
man noch nicht klar, welcher Weg von der einen Klassifi- 
kation zur anderen fuhrt; aber wenn man diesen Ubergang 
schon gesehen hatte, so ware die Arbeit schon getan und 
man brauchte sie nicht mehr der Zukunft zu uberlassen. 

Das erste Beispiel, das mir in den Sinn kommt, ist die 
Theorie der Kongruenzen, bei denen man einen vollkom- 
menen Parallelismus mit der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen findet. S elbstvers tandlich wird man dazu gelangen, 
diesen Parallelismus, welcher z. B. zwischen der Theorie 
der algebraischen Kurven und der Theorie der Kongruenzen 
von zwei Variablen besteht, naher ins Auge zu fassen. Und 
wenn die Probleme, welche sich auf die Kongruenzen von 
mehreren Variablen beziehen, gelost sind, so wird das der 
erste Schritt zur Losung vieler Fragen in der unbestimmten 
Analysis sein. 7 ) 

Die Algebra. 

Die Theorie der algebraischen Gleichungen wird noch 
lange das Interesse der Mathematiker fesseln; man kann in 
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die Theorie dieser Gleichungen von verschiedenen Seiten 
eindringen. 

Man darf nicht glauben , daft die Algebra erschopft ist, 
wenn sie uns mit Regeln zur Bildung aller uberhaupt mdg- 
lichen Kombinationen versorgt; wir mussen noch die inter- 
essanten Kombinationen aussuchen, d. h. diejenigen, welche 
der oder jener Bedingung genugen. Dadurch wurde sich 
eine Art von unbestimmter Analysis herausbilden , wo die 
Unbekannten nicht mehr ganze Zahlen, sondem Polynome 
sind. Auf diese Art wurde sich die Algebra auf die Arith- 
metik stutzen, indem sie sich durch die Analogie der ganzen 
Zahl leiten lafit, sei es durch das ganze Polynom mit be- 
liebigen Koeffizienten oder durch das ganze Polynom mit 
ganzzahligen Koeffizienten. 8 ) 

Die Geometrie. 

Es hat den Anschein , als konnte die Geometrie nichts 
enthalten, was nicht schon in der Algebra oder in der Ana- 
lysis mit inbegriffen ware, als seien die geometrischen Tat- 
sachen nichts anderes als die algebraischen oder analyti- 
schen Tatsachen, nur in einer anderen Sprache ausgedruckt. 
Man konnte glauben, dafi uns nach der Oberschau, die wir 
soeben gehalten haben, nichts zu sagen ubrig bliebe, was 
sich speziell auf die Geometrie bezoge. Das hiefie die Wichtig- 
keit einer wohlgefugten Sprache verkennen, das hiefie nicht 
verstehen, was diese Sprache den Dingen selbst durch die 
Art, diese Dinge auszudrucken, und durch die Art ihrer 
Gruppierung hinzufugt. 

Vorerst fuhren uns die geometrischen Betrachtungen zu 
neuenProblemen; das sind allerdings, wenn man’s so nennen 
will, analytische Probleme, aber solche, auf die man, von 
der Analysis ausgehend, nie gekommen ware. Die Analysis 
ihrerseits zieht von diesen Problemen in gleicher Weise 
Nutzen, wie sie es bei den physikalischen Problemen tut, zu 
deren Losung sie herangezogen wird. 
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Ein groBer Vorteil der Geometrie beruht darin, daB bei ihr 
die Sinne den Gedanken unterstutzen konnen und daB wir 
durch ihre Hilfe den Weg erraten, den wir einzuschlagen 
haben; deshalb suchen auch viele Forscher die Probleme 
der Analysis in eine geometrische Form zu kleiden. Un- 
glucklicherweise konnen unsere Sinne uns nicht sehr viel 
dabei helfen; sie lassen uns im Stich, sobald wir uns fiber 
die klassischen drei Dimensionen erheben wollen. MuB man 
deshalb zugeben, daB wir an dieses enge Gebiet gebunden 
sind, in welches uns die Sinne einengen wollen, und daB 
wir daruber hinaus uns nur auf die Analysis verlassen dur- 
fen, daB also jede Geometrie von mehr als drei Dimensionen 
gegenstandslos und uberflussig sei? Eine Generation fruher 
hatten die groBesten Meister diese Frage mit „Ja“ beant- 
wortet; heute ist uns die Vorstellung einer vierten Dimen- 
sion so vertraut, daB wir selbst in einer Universitatsvorlesung 
davon sprechen konnen, ohne grofies Aufsehen zu erregen. 

Wozu soil nun die mehrdimensionale Geometrie dienen? 
Das ist leicht zu beantworten: erstens dient sie uns als sehr 
bequeme Sprache, um in gedrangten Worten das auszu- 
driicken, was die gewohnliche Sprache der Analysis nur in 
weitlaufigen Satzen zu sagen wuBte. Zweitens erlaubt uns 
diese Sprache ahnliche Dinge mit gleichem Namen zu be- 
legen und weist dadurch auf Analogien hin, die sich auf 
diese Weise in unserem Gedachtnisse einpragen. Femer 
verschafft sie uns die Moglichkeit, uns in diesem fur uns zu 
groBen Raume zu bewegen, den wir nicht mit dem Auge 
messen konnen ; die Ausdrucksweise erinnert uns unaufhor- 
lich an den sichtbaren Raum, welcher ein zwar unvollkom- 
menes Bild, aber doch ein Bild des allgemeineren Raumes 
ist. Wie in all den vorhergehenden Beispielen, so laBt uns 
auch hier die Analogie mit dem EInfacheren das Kompli- 
ziertere verstehen. 

Die Geometrie von mehr als drei Dimensionen ist nicht 
eine einfache analytische Geometrie, sie ist nicht rein 
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quantitative sie ist auch qualitative und dadurch gerade wird 
sie interessant. Es gibt eine Wissenschaft, Analysis Situs 
genannt, welche das Studium der Lagenbeziehungen zwi- 
schen den verschiedenen Elementen einer Figur zum Gegen- 
stande hat und dabei die GroBe dieser Elemente nicht be- 
rucksichtigt. Diese Geometric ist rein qualitativ; ihre Satze 
wurden auch dann noch richtig bleiben, wenn die Figuren, 
auf welche sie sich beziehen, nicht genau gezeichnet, son- 
dern nur in grofien Umrissen, wie etwa von einem Kinde 
hingezeichnet, ausgefuhrt waren. Man kann auch eine Ana- 
lysis Situs von mehr als drei Dimensionen schaffen. Die 
Wichtigkeit der Analysis Situs ist so auBerordentlich, daB 
ich eigentlich langer bei ihr verweilen sollte; von dieser 
Wichtigkeit geben die Arbeiten Riemanns, dem der Aus- 
bau dieser Wissenschaft hauptsachlich zu danken ist, einen 
Begriff. Man muB dahin kommen, sie in den hdheren Rau- 
men vollstandig zu entwickeln; dann wurde man ein Hilfs- 
mittel haben, um auch im Gberraum wirklich zu sehen und 
unseren Sinnen nachzuhelfen. 9 ) 

Die Probleme der Analysis Situs hatte man sich wohl 
kaum gestellt, wenn man sich ausschlieBlich der analytischen 
Sprache bedient hatte; oder vielmehr, wie ich mich eigent- 
lich ausdrucken sollte, man hatte sie sich ganz gewiB auch 
gestellt, denn ihre Losung ist fur eine Menge analytischer 
Fragen unerlaBlich, aber man hatte sie einzeln, ein Problem 
nach dem andera, behandelt, ohne das gemeinsame Band 
zwischen ihnen zu erkennen. 

Der Cantorismus. 

Ich erwahnte vorhin, daB wir immer wieder das Bedurfnis 
fuhlen, auf die ersten Grundlagen unserer Wissenschaft zu- 
ruckzugehen, und ich sprach von dem Nutzen, den der for- 
schendeGeist des Menschen daraus zieht. Diesem Bedurfnisse 
verdanken wir zwei Versuche, welche einen auBerordentlich 
grofien Platz in der neueren Geschichte der Mathematik ein- 
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nehmen. Der erste Versuch ist der Cantorismus, welcher der 
Wissenschaft die jedem bekannten Dienste geleistet hat. Can- 
tor ffihrte in die Wissenschaft eine neue Art des mathema- 
tischen Unendiich ein und wir werden Gelegenheit haben, 
darauf zurfickzukommen (vgl. das 3. Kap. im II. Buch). Ein 
charakteristischer Zug des Cantorismus besteht darin, vom 
genus supremum auszugehen und, wie die Scholastiker 
sagen wfirden, per genus proximum et differentiam specificam 
zu definieren, anstatt sich zur AUgemeinheit durch Aufbau 
immer schwierigerer Konstruktionen zu erheben und mittels 
der Konstruktion zu definieren. Diesem Vorgehen entstammt 
das Entsetzen, das er gewissen Gelehrten, wie z. B. Her- 
mite, einfldfite, der mit Vorliebe die Mathematik als eine 
Art von Naturwissenschaft betrachtete. Bei den meisten unter 
uns haben sich die Bedenken zerstreut, aber man hat doch 
an gewissen Paradoxen, an gewissen scheinbaren Wider- 
sprfichen AnstoB genommen, fiber welche ein Zenon von 
Elea und die Megarasche Schule gejubelt hatten. Und nun 
sucht l jeder nach einem Heilmittel. Ich ffir mein Teil — 
und ich bin nicht der einzige — glaube, daB es einzig dar- 
auf ankommt nur solche Dinge einzufuhren, welche man mit 
einer endlichen Anzahl von Worten vollkommen definieren 
kann. Bis nun ein Heilmittel endgfiltig angenommen wird, 
kdnnen wir uns dem Behagen des Mediziners hingeben, der 
zur Beobachtung eines schonen, pathologischen Falles ge- 
rufen wurde. 10 ) 

Die Untersuchung der Postulate. 

Man hat sich andererseits Mfihe gegeben, die mehr oder 
weniger versteckten Axiome und Postulate aufzuzahlen, wel- 
che den verschiedenen mathematischen Theorien als Grund- 
lage dienen. Hilbert erreichte die glanzendsten Resultate. 
Anfanglich scheint es, als ob dieses Gebiet sehr begrenzt 
ware und als ob man darin nichts weiter zu tun hatte, wenn 
das Inventar fertig ist, und das wird bald der Fall sein. 
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Aber wenn man alles aufgezahlt hat, so gibt es noch viele 
Arten das alles zu klassifizieren ; ein guter Bibliothekar findet 
immer Beschaftigung, und jede neue Klassifikation wird den 
Philosophen Belehrung bringen. 11 ) 

Ich halte nun mit unserer tJberschau inne, da ich nicht 
daran denken darf den Stoff zu erschopfen. Ich nehme an, 
daB die angeffihrten Beispiele genfigen um zu zeigen, durch 
welchen Mechanismus die mathematischen Wissenschaften 
in der Vergangenheit fortgeschritten sind und in welchem 
Sinne sie sich in Zukunft weiter entwickeln werden. 


Drittes Kapitel. 

Die mathematische Erfindung. 

Die Entwicklungsgeschichte der mathematischen Erfindung 
ist ein Problem, das den Psychologen das lebhafteste Inter- 
esse einzufloBen imstande ist. Die mathematische Erfindung 
ist ein Akt, bei welchem der menschliche Geist der AuBen- 
welt am wenigsten zu entnehmen scheint, bei dem er nur 
durch sich selbst oder aus sich selbst handelt oder zu han- 
deln scheint, und zwar in einem solchen Grade, daB uns 
das Studium der Vorgange bei dem mathematischen Denken 
die wesentlichsten Eigenschaften des menschlichen Geistes 
offenbart, die wir fiberhaupt zu ergrfinden hoffen dfirfen. 

Man hat sich das schon lange klar gemacht, und vor 
einigen Monaten hat die unter dem Titel L’Enseignement 
Math6matique von Lais ant und Fehr herausgegebene Zeit- 
schrift eine Enquete fiber die Geistesgewohnheiten und Ar- 
beitsmethoden verschiedener Mathematiker angestellt. Ich 
hatte die Hauptzfige des gegenwartigen Kapitels entworfen, 
bevor die Resultate dieser Enquete veroflfentlicht waren; ich 
konnte von derselben daher keinen Gebrauch machen, und 
ich beschranke mich darauf hervorzuheben, daB die Majo- 
ritat der eingelaufenen Antworten meine Behauptungen be- 
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statigt; es herrschte allerdings keine Einstimmigkeit , das 
kann man auch nicht erwarten, wenn man eine Abstimmung 
auf Grand des allgemeinen und gleichen Stimmrechtes her- 
beifuhrt. 

Ich habe eine Frage zu stellen, die unsere Verwunderung 
erregt oder wenigstens erregen muftte, wenn wir nicht zu 
sehr an die zu erwahnende Tatsache gewdhnt waren: Wie 
kommt es, daft es Leute gibt, welche keine Mathematik ver- 
stehen? Wenn die Mathematik nur auf denjenigen Regeln 
der Logik beruht, welche von jedem normal veranlagten 
Kopfe angenommen sind, wenn die Evidenz der Mathematik 
auf Grundlagen beruht, die alien Menschen gemeinsam sind 
und die nur ein Narr leugnen konnte: wie ist es dann zu 
erklaren, daft so viele Personen in mathematischer Beziehung 
vollkommen versagen? 

Daft nicht jeder zu neuen Entdeckungen befahigt ist, gilt 
als selbstverstandlich. Daft nicht jeder einen einmal ge- 
lemten Beweis behalten kann, ist noch begreiflich. Daft 
aber nicht jeder eine mathematische Entwicklung in dem 
Momente versteht, in dem man sie ihm auseinandersetzt, das 
erscheint uns bei naherem Nachdenken sehr uberraschend. 
Und doch bilden diejenigen, welche dieser Entwicklung nur 
mit Muhe folgen konnen, die Mehrzahl: das ist aufter Frage, 
und die Erfahrung der Gymnasiallehrer wird dem sicher 
nicht widersprechen. 

Aber noch mehr: Wie ist in der Mathematik ein Irrtum 
moglich? Ein gesunder Verstand darf keinen logischen 
Fehler machen, und doch gibt es sehr feme Kopfe, welche 
bei einer kurzen Reihe von Schluftfolgerungen, wie man sie 
im taglichen Leben zu machen hat, nicht stolpern, welche 
aber unfahig sind, den Beweisen der Mathematiker zu folgen, 
oder sie ohne Fehler zu wiederholen; diese langeren Be- 
weise sind doch schlieftlich nichts anderes als eine An- 
haufung kurzer Schluftfolgerungen ganz analog denjenigen, 
welche im taglichen Leben so leicht gemacht werden. Brauche 
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ich hinzuzufugen, dab auch die Mathematiker nicht unfehl- 
bar sind? 

Die Antwort scheint mir selbstverstandlich. Stellen wir 
uns vor, dab in einer langen Reihe von Syllogismen die 
Schlubfolgerungen des ersten als Voraussetzungen fur die 
folgenden dienen: Wir werden dann jeden einzelnen Syl- 
logismus vollkommen erfassen konnen und auch beim Ober- 
gange von einer Voraussetzung zu einer S chlufifolger ung 
laufen wir nicht Gefahr uns zu tauschen. Aber zwischen 
dem Momente , wo wir einer Behauptung als Schlub eines 
Syllogismus zum ersten Male begegnen, und dem Momente, 
wo wir sie als Voraussetzung eines andem Syllogismus 
wiederfinden, wird manchmal eine gewisse Zeit verstrichen 
sein, wahrend welcher zahlreiche Glieder der Kette abge- 
laufen sind; dadurch kann es vorkommen, dab man jene 
Behauptung vergessen hat oder, was noch schlimmer ist, 
dab man ihren eigentlichen Sinn vergessen hat. So kann 
es geschehen, dab man die Behauptung durch eine von ihr 
wenig verschiedene andere Behauptung ersetzt, oder dab 
man zwar den Wortlaut der Behauptung beibehalt, ihr aber 
einen etwas verschiedenen Sinn unterlegt, und darin liegt 
dann die Quelle des Irrtums. 

Oft mub sich der Mathematiker einer bestimmten Regel 
bedienen: diese Regel hat er naturlich zuerst genau be- 
wiesen; und solange dieser Beweis ganz frisch in seiner 
Erinnerung haftete, verstand er den Sinn und die Tragweite 
der Regel vollkommen und er lief nicht Gefahr, sie zu ver- 
letzen. Aber spater hat er sie seinem Gedachtnisse einge- 
pragt und wendet sie nur noch mechanisch an; wenn ihn 
dann sein Gedachtnis im Stiche laBt, so kann es geschehen, 
dab er sie verkehrt anwendet. So kann man, um ein ein- 
faches und ganz gewohnliches Beispiel anzufuhren, manchmal 
Rechenfehler machen, weil man das Einmaleins vergessen hat 

Hiemach wurde die besondere Veranlagung der Mathe- 
matiker nur auf einem sicheren Gedachtnisse beruhen, oder 
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auf der Fahigkeit, die Aufmerksamkeit ganz besonders zu 
konzentrieren. Diese Art der Begabung ware dieselbe wie 
die Begabung des Whistspielers, der die ausgespielten Karten 
im Gedachtnisse behalt, oder, um eine Stufe hoher zu steigen, 
wie die Begabung des Schachspielers , der eine sehr grofie 
Anzahl von Kombinationen in Betracht ziehen und im Ge- 
dachtnisse bewahren kann. 12 ) Jeder gute Mathematiker mufite 
also zugleich ein guter Schachspieler sein konnen und um- 
gekehrt; er mufite auch ein guter Zahlenrechner sein. Das 
kommt aller dings manchmal vor; so war Gaufi z. B. zugleich 
der geniale Mathematiker und ein sehr schneller und sicherer 
Rechner. 

Es gibt jedoch Ausnahmen; eigentlich allerdings sollte 
man hier nicht von Ausnahmen sprechen, denn sonst waren 
die Ausnahmen zahlreicher als die regularen Falle. Gaufi 
mussen wir als eine Ausnahme bezeichnen. Was mich be- 
trifft, so mufi ich gestehen, dafi ich absolut unfahig bin, eine 
fehlerfreie Addition zu machen. Ich wurde ebenfalls ein 
sehr schlechter Schachspieler sein ; ich wurde mir zwar iiber- 
legen, dafi ich mich durch den oder jenen Zug der oder 
jener Gefahr aussetze; ich wurde viele andere Zuge in Be- 
tracht ziehen und diese etwa aus anderen Grunden ver- 
werfen, und schliefilich wurde ich den zuerst ins Auge ge- 
fafiten Zug wirklich ausfuhren, da ich inzwischen vergessen 
hatte, welcher Gefahr ich mich dadurch aussetze. 

Kurz, mein Gedachtnis ist nicht schlecht, aber es ist nn- 
genugend, um aus mir einen guten Schachspieler zu machen. 
Weshalb lafit es mich dann aber nicht auch bei einer schwie- 
rigen mathematischen tFberlegung im Stich, bei der die mei- 
sten Schachspieler Fehler begehen wurden? Offenbar, weil 
mein Gedachtnis sich hier durch den allgemeinen Gang der 
Oberlegung leiten lafit. Ein mathematischer Beweis ist nicht 
eine einfache Aufeinanderfolge von Syllogismen, sondern es 
handelt sich dabei um Syllogismen, die in eine gewisse 
Ordnung gebracht sind, und die Ordnung, in welcher 
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die einzelnen Elemente hier erscheinen, ist viel wichtiger 
als diese Elemente selbst. Wenn ich die InttiiHoi^a. h. das 
Gefuhl fur diese Ordnung, besitze, so kamTich mit einem 
Blicke das GanzederBeweisfuhrung uberschauen und brauche 
nicht zu furchten, ein einzelnes Element zu vergessen; jedes 
Element wird sich von selbst an den Platz stellen, fur den 
es bestimmt war, ohne daB ich irgendwie mein Gedachtnis 
anzustrengen brauchte. 

Bei Wiederholung eines erlemten mathematischen Be- 
weises kommt es mir vor, als hatte ich ihn selbst erfunden ; 
das ist nur eine Illusion, aber selbst dann, wenn ich nicht 
stark genug bin, selbstandig zu schafifen, so finde ich doch 
selbst den Beweis von neuem, wahrend ich ihn wieder- 
hole. 

Nicht jeder kann offenbar diese Intuition, dieses Gefuhl 
fur mathematische Ordnung besitzen, welches uns verborgene 
Relationen und Harmonien erraten laBt. Die einen besitzen 
weder dies feine und scbwer zu definierende Gefuhl, noch 
eine liber das Gewohnliche hinausgehende Gedachtnisstarke 
und Konzentrationsfahigkeit, und dann sind sie ganzlich un- 
fahig, fiber die Anfangsgrunde hinaus mathematische Ent- 
wicklungen zu verstehen; zu dieser Klasse gehoren die mei- 
sten Menschen. Andere haben das Gefuhl fur mathemati- 
sche Ordnung nur in geringem Grade, aber sie verfugen 
fiber eine ungewdhnliche Gedachtnisstarke und fiber eine 
grofie Konzentrationskraft. Sie lemen die Einzelheiten nach- 
einander auswendig und konnen die Mathematik verstehen, 
manchmal auch anwenden, aber sie sind aufierstande selbst 
etwas zu schaffen. Andere endlich besitzen die von mir er- 
wahnte Intuition in grofierem Oder geringerem Grade und 
dann kdnnen sie die Mathematik nicht nur verstehen, selbst 
wenn ihr Gedachtnis nicht besonders stark ist, sondem sie 
konnen auch schopferisch tatig sein und mit grdfierem oder 
geringerem Erfolge versuchen Neues zu finden, je nachdem 
ihre Intuitionsgabe mehr oder weniger entwickelt ist. 
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Worin besteht denn nun eigentlich die mathematische Er- 
findung? Sie beruht nicht darauf, dab neue Kombinationen 
mit schon bekannten mathematischen Dingen gemacht wer- 
den. Darauf kommt es auch schliefilich nicht so an, denn 
die Kombinationen, die man bilden konnte, wurden zahllos 
sein und die meisten waren ohne Interesse fur uns, Erfinden 
heifit, klar ausgedruckt: Keine unnutzen Kombinationen kon- 
struieren, sondem nur diejenigen konstruieren, welche von 
Nutzen sind, und diese sind in denkbar grofiester Minoritat 
vorhanden. Erfinden heifit ausscheiden, kurz gesagt: aus- 
wahlen. 

Wie man bei diesem Auswahlen vorgeht, habe ich schon 
oben erklart; diejenigen mathematischen Tatsachen, welche 
das Studium lohnen, sind solche, welche durch ihre Ana- 
logien mit anderen Tatsachen imstande sind, uns zur Kennt- 
nis eines mathematischen Gesetzes zu fuhren; das geschieht 
also in derselben Weise, wie uns die experimentellen Tat- 
sachen zur Kenntnis eines physikalischen Gesetzes fuhren. 
Es sind solche Tatsachen, welche uns unvermutete Verbin- 
dungen mit anderen Tatsachen offenbaren, die wir schon 
lange kennen, aber mit Unrecht als einander fremd hielten. 

Unter den zu wahlenden Kombinationen werden ofters 
diejenigen die fruchtbarsten sein, welche aus Elementen ge- 
bildet sind, die weit entfemten Gebieten entstammen; ich 
will damit nicht sagen, dafi es zum „Erfinden“ genugt, ein- 
fach moglichst unzusammenhangende Objekte miteinander in 
Beziehung zu bringen; die meisten Kombinationen, die man 
so bilden wurde, waren vdllig unfruchtbar, aber einige unter 
ihnen, die allerdings selten zu finden sind, gehoren zu den 
fruchtbringendsten von alien. 

Erfinden heifit, wie ich bereits sagte: auswahlen; das Wort 
ist vielleicht nicht ganz richtig; man denkt dabei unwillkur- 
lich an einen Kaufer, dem eine grofie Auswahl von Mustera 
vorgelegt wird, und welcher diese eines nach dem andera 
pruft, um seine Wahl zu treffen. In unserem Falle wurden 
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die Muster so zahlreich sein, daB ein ganzes Menschenleben 
nicht genugen wurde, um sie zu prufen. So verhalt sich die 
Sache nicht. Die unfruchtbaren Kombinationen werden von 
dem Geiste des Erfinders nicht beachtet Ihm kommen nur 
die wirklich nutzbringenden Kombinationen zum BewuBtsein, 
und einige andere, die er zwar verwirft, die aber etwas vom 
Charakter dieser nutzbringenden Kombinationen an sich 
haben. Das spielt sich alles ab, als ware der Erfinder ein 
Examinator zweiten Grades, der nur noch die auf Grand 
einer ersten Prufung als fahig zugelassenen Kandidaten be- 
fragt. 

Was ich hier gesagt habe, kann man selbst bei der Lek- 
ture der mathematischen Schriften bestatigen, vorausgesetzt, 
daS man mit einiger Oberlegung liest 

Es ist Zeit, tiefer in diese Frage einzudringen und zu 
sehen, was in der Seele des Mathematikers vorgeht. Dabei 
kann ich nichts Besseres tun, als personliche Erinnerangen 
mir ins Gedachtnis zuruckrufen. Ich will mich darauf be- 
schranken, darzulegen , wie ich meine erste Abhandlung 
fiber die Fuchsschen Funktionen schrieb. Ich bitte um 
Entschuldigung, wenn ich einige technische Ausdrucke an- 
wende; das darf den Leser nicht erschrecken, denn es ist 
ja fiir das Folgende nicht notig, daB er diese Fachausdrucke 
versteht. Ich werde z. B. erzahlen, daB ich dieses Oder jenes 
Theorem unter gewissen Umstanden gefunden habe; dies 
Theorem hat einen barbarischen Namen, den die meisten 
Leser nicht kennen werden, aber darauf kommt es hier 
gar nicht an: fur den Psychologen ist nicht das Theorem 
interessant, sondern die Umstande, unter denen es gefunden 
wurde. 

Seit vierzehn Tagen muhte ich mich ab, zu beweisen, daB 
es keine derartigen Funktionen gibt, wie doch diejenigen 
sind, die ich spater Fuchs sche Funktionen genannt habe; 
ich war damals sehr unwissend, taglich setzte ich mich an 
meinen Schreibtisch, verbrachte dort ein Oder zwei Stunden 
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und versuchte eine groBe Anzahl von Kombinationen, ohne 
zu einem Resultate zu kommen. Eines Abends trank ich 
entgegen meiner Gewohnheit schwarzen Kaffee und ich 
konnte nicht einschlafen: die Gedanken ubersturzten sich 
fdrmlich; ich fuhlte ordentlich, wie sie sich stieBen und 
drangten, bis sich endlich zwei von ihnen aneinander klam- 
merten nnd eine feste Kombination bildeten. Bis zum Mor- 
gen hatte ich die Existenz einer Klasse von Fuchsschen 
Funktionen bewiesen und zwar deijenigen, welche aus der 
hypergeometrischen Reihe ableitbar sind; ich brauchte nur 
noch die Resultate zu redigieren, was in einigen Stunden 
erledigt war. 

Sodann versuchte ich, diese Funktionen als Quotienten 
zweier Reihen darzustellen; diese Idee beruhte auf vollkom- 
men bewufiter Oberlegung; ich lieB mich durch die Ana- 
logic mit den elliptischen Funktionen leiten. Ich stellte mir 
die Frage, wie diese Reihen beschaffen sein miiBten, wenn 
sie existierten, und ich gelangte ohne Schwierigkeit zu den- 
jenigen Reihen, welche ich spater als Fuchs sche Theta- 
Funktionen bezeichnet habe. 18 ) 

In diesem Momente verlieB ich Caen, wo ich damals 
wohnte, um mich an einer von der £ cole des Mines veran- 
atalteten geologischen Exkursion zu beteiligen. Die Wechsel- 
falle der Reise lieBen mich meine mathematischen Arbeiten 
vergessen; nach der Ankunft in Coutances stiegen wir zu 
irgendeiner gemeinsamen Fahrt in einen Omnibus; als ich 
den FuB auf das Trittbrett setzte, kam mir, ohne daB meine 
Gedanken irgendwie darauf vorbereitet waren, die Idee, daB 
die Transformationen, welche ich zur Definition der Fuchs- 
schen Funktionen benutzte, mit gewissen Transformationen 
der nichteuklidischen Geometrie identisch seien. Damals 
konnte ich das nicht verifizieren, dazu hatte ich keine Zeit, 
denn kaum hatten wir im Omnibus Platz genommen, so be- 
teiligte ich mich an der allgemeinen Konversation, und doch 
hatte ich die voile GewiBheit von der Richtigkeit meiner 
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Idee. Nach Caen zuruckgekehrt verifizierte ich das Resultat 
zur Beruhigung meines Gewissens. 

Damais beschaftigte ich mich sodann mit arithmetischen 
Fragen, ohne bemerkenswerte Resultate zu erlangen und ohne 
zu ahnen, daft diese Fragen mit meinen fruheren Unter- 
suchungen irgendwie im Zusammenhang stehen konnten. 
Durch meinen MiBerfolg entmutigt, ging ich fur einige Tage 
an die Meereskuste und ich dachte an ganz andere Dinge. 
Mit derselben charakteristischen Kurze, Plotzlichkeit und 
unmittelbaren GewiBheit kam mir eines Tages beim Spazier- 
gange iiber die Klippen der Gedanke, daB die arithmeti- 
schen Transformationen der temaren quadra tischen Formen 
identisch seien mit den Bewegungen der nichteuklidischen 
Geometrie. 14 ) 

Nach Caen zuruckgekehrt dachte ich iiber dieses Resultat 
weiter nach und verfolgte die sich daraus ergebenden Kon- 
sequenzen; das Beispiel der quadratischen Formen zeigte 
mir, daB es noch andere Fuchssche Gruppen gabe als die- 
jenigen, welche der hypergeometrischen Reihe entsprechen ; 
ich sah, daB man auf sie die Theorie der Fuchsschen 
Theta-Reihen anwenden konne, und daB folglich noch an- 
dere Fuchssche Funktionen existieren als diejenigen, welche 
aus der hypergeometrischen Reihe entstehen und welche mir 
bis dahin allein bekannt waren. Ich nahm mir naturlich vor, 
alle moglichen Funktionen dieser Art zu bilden; ich begann 
eine systematische Belagerung und eroberte nacheinander 
alle AuBenwerke; nur eines war scheinbar uneinnehmbar, 
und der Fall gerade dieses Werkes muBte den Fall der 
ganzen Festung nach sich ziehen. Alle meine Anstrengungen 
indessen dienten zunachst nur dazu, mich die zu uberwin- 
dende Schwierigkeit besser erkennen zu lassen. Und das 
war immerhin etwas. Bei alien diesen Arbeiten ging ich 
systematisch vor und war mir der Bedeutung jedes einzelnen 
Schrittes bewuBt 15 ) 

Darauf muBte ich mich auf dem Mont-Val6rien zu einer 
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Oder, wie man sagt: das sublime Ich, spielt eine Hauptrolle 
bei der mathematischenErfindung; das geht aus dem Vor- 
stehenden klar hervor. Gewohnlich denkt man, das sublime 
Ich kdnne rein automatisch arbeiten. Wir baben jedoch ge- 
sehen, daB die mathematische Arbeit keineswegs in einfach 
mechanischer Arbeit besteht, daB man sie nicht einer Ma~ 
schine anvertrauen konnte, ware letztere auch noch so voll- 
kommen. Es handelt sich nicht nur darum, gegebene Regeln 
anzuwenden oder moglichst viele Kombinationen nach ge- 
wissen festen Gesetzen aufzustellen. Die so erbaltenen Kom- 
binationen waren ungemein zahlreich und zum grofiten Teile 
iiberflussig und verwirrend. Die eigentliche Arbeit des mathe- 
matischenEnt deckers besteht darin, aus diesen Kombinationen 
eine derartige Auswahl zu treffen, daB er die iiberflussigen 
eliminiert oder vielmehr sich gar nicht die Muhe gibt, dieselben 
in Betracht zu ziehen. Die Regeln, nach denen eine solche 
Auswahl getroffen werden muB, sind ungemein fein und subtil, 
und es ist fast unmoglich, sie in genauer Fassung wiederzu- 
geben: sie lassen sich mehr fuhlen als formulieren; kann man 
nach diesen Darlegungen sich noch ein Sieb vorstellen wollen, 
das die Fahigkeit hatte, auf rein mechanischem Wege die 
uberfliissigen Kombinationen auszuschalten? 

Zur Erklarung wird man sich zunachst die folgende Hypo- 
these bilden: Das sublime Ich steht keineswegs tiefer als das 
bewuBte Ich, es arbeitet nicht rein automatisch, es hat die 
Fahigkeit zu unterscheiden, es hat Feingefuhl; es kann aus- 
wahlen, es kann ahnen. Es kann sogar besser ahnen als das 
bewuBte Ich, denn es hat dort Erfolg, wo jenes versagt. Steht 
nun deshalb das sublime Ich uber dem bewuBten Ich? Man 
begreift die ganze Wichtigkeit dieser Frage. In einem kiirzlich 
gehaltenen Vortrage hat Boutroux gezeigt, wie diese Frage 
sich bei ganz anderen Gelegenheiten darbiete und welche 
Folgerungen eine bej ahende Antwort nach sich ziehen wurde.*) 

•) Vgl. Boutroux, Science et Religion, S. 3 1 3 ff. ; auch in deutscher 
tlbersetzung: Bd. 10 der Sammlung„Wissenschaft u. Hypothese**, 1910. 
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Mussen wir uns nun auf Grand der vorgetragenen Tat- 
sachen zu einer bejahenden Antwort entschliessen? Ich fur 
mein Teil mufi gestehen, dab ich das nur mit Widerstreben 
tun wurde. Prufen wir deshalb die Tatsachen noch einmal 
und versuchen wir, ob sie nicht doch eine andere Erklarang 
zulassen. 

Diejenigen Kombinationen, welche nach mehr oder weniger 
langer unbewusster Arbeit sich unserem Geiste durch eine 
Art plotzlicher Erleuchtung offenbaren, sind allerdings im 
allgemeinen nutzlich und frachtbar, sie sind gewissermaBen 
das Resultat einer ersten Auslosung. Mufi man hieraus folgern, 
das sublime Ich habe mittels einer feinfuhligen Intuition ge- 
ahnt, daB gerade diese Kombinationen nutzlich sein kdnnten, 
und habe deshalb uberhaupt nur diese gebildet, oder hat es 
nicht vielmehr noch viele andere gebildet, die nicht von Be- 
lang warenund die deshalb nicht insBewuBtsein getreten sind? 

Geht man von diesem zweiten Gesichtspunkte aus, so 
werden alle Kombinationen durch die automatische Tatig- 
keit des sublimen Ich gebildet, aber nur diejenigen, welche 
fur das gesteckte Ziel von Interesse sind, dringen in das 
Gebiet des BewuBtseins ein. Das ist immer noch sehr ge- 
heimnisvoll. Wie kommt es, daB unter den tausend Pro- 
dukten unserer unbewufiten Tatigkeit einige dazu berafen 
sind, die Schwelle zu uberschreiten, wahrend andere drauBen 
bleiben mussen? Wird ihnen dieses Privilegium einfach 
durch den Zufall iibertragen? OfFenbar nicht; von alien 
Sinnenreizen werden z. B. nur die starksten unsere Auf- 
merksamkeit erregen und fesseln, es sei denn, daB diese 
Aufmerksamkeit durch andere Ursachen auch auf die 
schwachen gelenkt wird. So gilt allgemein das Folgende: 
Die bevorzugten unbewufiten Erscheinungen, welche befahigt 
sind ins BewuBtsein zu treten, sind diejenigen, welche un- 
sere Sensibilitat direkt oder indirekt am tiefsten beeinflussen. 

Mit Verwunderung wird man bemerken, daB hier bei Ge- 
legenheit mathematiseher Beweise, die doch nur von der 
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Intelligenz abhangig za sein scheinen, die Sensibilitat in Be- 
tracht kommen soli. Aber man wird es verstehen, wenn 
man sich das Gefuhl fur die mathematische Schonheit ver- 
gegenwartigt, das Gefuhl fur die Harmonic der Zahlen und 
Formen, fur die geometrische Eleganz. Das ist ein wahr- 
haft asthetisches Gefuhl, welches alien wirklichen Mathe- 
matikem bekannt ist; dabei ist in der Tat Sensibilitat im 
Spiele. 

Welchen mathematischen Gebilden legen wir nun diesen 
Charakter von Schonheit und Eleganz bei, und welche be- 
sitzen die Fahigkeit in uns eine Art asthetischer Befriedi- 
gung auszulosen? Offenbar denjenigen, die sich aus har- 
monischen Elementen zusammensetzen, so dafi unser Geist 
ohne besondere Anstrengung das Ganze erfassen und gleich- 
zeitig in die Einzelheiten eindringen kann. Diese Harmonie 
bietet unseren asthetischen Bedurfnissen Befriedigung und 
ist zugleich eine Hilfe fur unseren Geist, den sie unterstutzt 
und leitet. Indem sie vor unseren Augen ein wohlgeordne- 
tes Ganze ausbreitet, lafit sie uns ein mathematisches Ge- 
setz vorausahnen. Die einzigen mathematischen Tatsachen 
aber, welche wiirdig sind unsere Aufmerksamkeit zu fesseln 
und welche vielleicht spater von Nutzen sein kdnnen, sind, 
wie wir schon oben gesagt haben, diejenigen, welche uns 
ein mathematisches Gesetz kennen lehren. Wir kommen 
somit zu folgendem Schlusse: Die nutzlichen Kombinationen 
sind gerade die schonsten, ich meine diejenigen, welche 
unsere Sensibilitat am besten erregen konnen, jene beson- 
dere Sensibilitat, welche alien Mathematikem bekannt ist, 
von der aber die Laien so wenig wissen, daft sie oit in Ver- 
suchung kommen daruber zu lachen. 16 ) 

Was geschieht dann weiter? Von den sehr zahlreichen 
Kombinationen, die das sublime Ich blindlings gebildet hat, 
sind fast alle ohne Interesse und ohne Nutzen ; aber gerade 
dadurch sind sie ohne Einwirkung auf die asthetische Sen- 
sibilitat geblieben; sie treten niemals in das Bewufitsein; 
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nur einige von ihnen befriedigen das Bedurfnis nach Har- 
xnonie und sind deshalb nutzlich und sch6n zugleich; sie 
werden fahig jene besondere Sensibilitat des Mathematikers 
za erregen, von der ich eben gesprochen babe und die un- 
sere Aufmerksamkeit , sobald sie einmal geweckt ist, auf 
diese harmonischen Kombinationen lenkt und ihnen dadurch 
Gelegenheit gibt in unser BewuBtsein zu treten. 

Das ist nur eine Hypothese, sie wird indessen durch die 
folgende Beobachtung bekraftigt: wenn der Geist des Mathe- 
matikers eine plotzliche Erleuchtung erfahrt, so wird er da- 
durch in der Regel nicht irregefuhrt; aber, wie ich schon 
gesagt habe, geschieht es doch manchmal, daB der so er- 
offnete Weg eine exakte Probe nicht besteht; und in diesem 
Falle bemerkt man fast immer, daB diese falsche Idee unser 
naturliches Verlangen nach mathematischer Eleganz ge- 
schmeichelt hatte, wenn sie richtig gewesen ware. 

Diese besondere asthetische Sensibilitat spielt demnach 
die Rolle jenes auBerst feinen Siebes, von dem ich oben 
gesprochen habe, und dadurch wird es begreiflich, weshalb 
derjenige, dem diese Sensibilitat versagt ist, niemals ein 
wirklicher Pfadfinder auf dem Gebiete der Mathematik wer- 
den kann. 

Aber damit sind noch nicht alle Schwierigkeiten beseitigt; 
das bewuBte Ich ist eng begrenzt; uber die Grenzen des 
sublimen Ichs wissen wir nichts, und deshalb kdnnen wir 
ruhig voraussetzen, daB es in kurzer Zeit mehr verschiedene 
Kombinationen zu bilden vermag, als ein bewuBtes Wesen 
wahrend seines ganzen Lebens zu erfassen vermag. Dennoch 
existieren auch fur das sublime Ich Grenzen, denn es ist 
doch nicht wahrscheinlich, daB dasselbe alle moglichen 
Kombinationen bilden konnte, deren Zahl unser Vorstellungs- 
vermogen erschreckt; und doch muB es die Fahigkeit zur 
Bildung so vieler Kombinationen besitzen, denn, wenn es 
nur einen kleinen Teil derselben bilden konnte, und wenn 
es dies auf gut Gluck tate, so ware kaum zu erwarten, daB 
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die gute Kombination, d. h. diejenige, die man auswahlen 
muB, sich darunter befindet. 

Vielleicht muB man die Erklarung dafur in der Periode 
vorlaufiger bewnBter Arbeit suchen, weiche jeder frucht- 
baren unbewuBten Arbeit vorangeht Man gestatte mir hier 
einen etwas groben Vergleich: stellen wir uns die zukunfti- 
gen Elemente unserer Kombinationen etwa derartig vor, wie 
die hakenformigen Atome des Epikur. Wahrend vollstandi- 
ger geistiger Ruhe sind diese Atome unbeweglich, sie haben 
sich, sozusagen, an einerWand festgehakt; diese vollstandige 
Ruhe kann beliebig lange dauem, ohne daB diese Atome 
sich begegnen und ohne daB folglich sich irgendeine Kom- 
bination aus denselben bilden konnte. 

Anders ist es wahrend einer Periode scheinbarer Ruhe 
und unbewuBter Arbeit ; dann ldsen sich einige dieser Atome 
von der Wand los, und setzen sich in Bewegung. Sie durch- 
furchen den Raum, Oder besser gesagt, das GefaB, in dem 
sie eingeschlossen sind, nach alien Richtungen hin, etwa wie 
ein Schwarm von Mucken oder, wenn man einen gelehrteren 
Vergleich vorzieht, wie die Gasmolekule in der kinetischen 
Gastheorie. Ihre gegenseitigen ZusammenstoBe kdnnen dann 
neue Kombinationen hervorbringen. 

Weiche Rolle spielt hierbei die vorhergehende bewuBte 
Arbeit? Sie hat offenbar die Aufgabe, einige dieser Atome 
zu mobilisieren, sie von der Wand loszuhaken und in Schwung 
zu bringen. Man vermeint nicht, irgend etwas ErsprieB- 
liches vor sich gebracht zu haben, wenn man diese Ele- 
mente auf tausenderlei Art durcheinander geruhrt und ge- 
knetet hat, um eine Verbindung zu erzielen und wenn man 
trotzdem eine befriedigende Verbindung nicht erreichen 
konnte. Nachdem aber diese Atome durch unseren Willen 
derart in Aufregung gebracht wurden, kehren sie nicht in 
ihren ursprunglichen Ruhezustand zuruck; sondemsie setzen 
ihren Tanz eigenmachtig fort. 

Unser Wille hat diese Atome keineswegs auf gut Gluck 
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ausgewahlt, sondern verfolgte dabei ein ganz bestimmtes 
Ziel; die mobilisierten Atome sind also nicht beliebige 
Atome: es sind vielmehr diejenigen, von denen man ver- 
nunftigerweise die gesuchte Losung erwarten konnte. Neue 
Kombinadonen werden sodann durch ZusammenstoBe ent- 
stehen, und zwar entweder durch ZusammenstoBe der mo- 
bilisierten Atome untereinander oder durch ZusammenstoBe 
derselben mit anderen unbeweglich gebliebenen Atomen, 
denen sie in ihrer Bahn begegnen. Nochmals bitte ich, die 
grobe Art meines Vergleiches entschuldigen zu wollen, 
aber ich kann sonst meine Gedanken nicht gut verstandlich 
machen. 

Wie dem auch sein moge, jedenfalls konnen nur diejeni- 
gen Kombinadonen moglicherweise gebildet werden, bei 
denen mindestens eines der Elemente und eines der Atome 
durch unseren Willen firei ausgewahlt wurde. Und offenbar 
befindet sich unter diesen die gute Kombination, von 
der ich vorhin sprach. Durch derartige Uberlegungen ge- 
lingt es vielleicht das Paradoxe zu mildern, das unserer ur- 
sprunglichen Hypothese anhaftet. 

Hier noch eine weitere Bemerkung: Niemals liefert uns 
die unbewuBte Arbeit das Resultat einer langeren Rechnung, 
bei der man nur feste Regeln anzuwenden hat, ganz fertig. 
Man konnte glauben, daB das ganz automatisch arbeitende 
sublime Ich besonders fur diese Art von Arbeit geeignet 
sei, die in gewissem Sinne ausschlieBlich mechanisch ist. 
Wenn man des Abends an die Faktoren eines Produktes 
denkt, so konnte man hoffen, wie es scheint, das Produkt 
beim Erwachen ganz fertig vorzufinden, oder es konnte eine 
algebraische Rechnung, z. B. eine Verifikation, unbewuBt 
ausgefuhrt werden. Das kommt nie vor, wie die Erfahrung 
lehrt. Alles, was man von den Inspirationen erwarten kann, 
die als Fruchte der unbewufiten Arbeit erscheinen, sind neue 
Ausgangspunkte fur derartige Rechnungen; die Rechnungen 
selbst muB man in der zweiten Periode bewuBter Arbeit aus- 
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fuhren, d. h. in derjenigen Periode, welche der pldtzlichen 
Eingebung folgt und in der man die Resultate dieser Ein- 
gebung verifiziert und ihre Folgerungen zieht. Die Regeln 
dieser Rechnungen sind genau und kompliziert; sie erhei- 
schen Disziplin, Aufmerksamkeit und Willenskraft und folg- 
lich auch BewuBtsein. Im sublimen Ich dagegen herrscht, 
was ich als Freiheit bezeichnen mochte, wenn man dieses 
Wort fur das einfache Fehlen der Disziplin und fur die aus 
dem Zufall entstehende Unordnung anwenden darf. Gerade 
diese Unordnung gestattet andererseits neue unerwartete 
Verkettungen. 

Es sei mir noch eine letzte Bemerkung gestattet. Als ich 
weiter oben einige personliche Erfahrungen schilderte, sprach 
ich von einer aufgeregten Nacht, in der ich gleichsam ge- 
gen meinen Willen arbeitete; derartige Falle kommen haufig 
vor, und es ist nicht notig, daB die auBergewohnliche Tatig- 
keit des Gehirns durch ein physisches Reizmittel bedingt 
sei, wie in dem erwahnten Falle. Bei solchen Vorkomm- 
nissen assistiert man scheinbar selbst seiner eigenen unbe- 
wnBten Arbeit, die dem ubererregten BewuBtsein teilweise 
wahrnehmbar wird, deshalb aber doch ihre Natnr nicht an- 
dert. Man gibt sich dann undeutlich Rechenschaft von dem, 
was die beiden Mechanismen oder, wenn man will, die Ar- 
beitsmethoden der beiden Ich unterscheidet. Und die psycho- 
logischen Erfahrungen, welche ich machen konnte, scheinen 
die von mir dargelegten Gesichtspunkte in ihren allgemeinen 
Ziigen zu bestatigen. 

Solcher Bestatigung bedurfen sie alierdings, denn trotz 
allem sind und bleiben sie noch sehr hypothetisch : das 
Interesse an der Frage ist aber so groB, daB ich es nicht 
bereue, meine Gedanken dem Leser unterbreitet zu haben. 
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Viertes Kapitel. 

Der Zufall. 

I. 

„Wie kann man wagen, von den Gesetzen des Zufalls zu 
sprechen? 1st nicht der Zufall das Gegenteii ailer Gesetz- 
mafiigkeit?“ Mit diesen Worten beginnt Bertrand sein 
Werk Calcul des Probabilit6s. Die Wahrscheinlichkeit 
ist der Gewifiheit entgegengesetzt; sie betrifft also das, was 
man nicht weifi und was man folglich auch nicht sollte be- 
rechnen konnen. Hierin liegt ein wenigstens scheinbarer 
Widerspruch, uber den man schon viel geschrieben hat. 17 ) 

Zuerst, was ist Zufall? Die Alten unterschieden die Er- 
scheinungen, welche harmonischen und ein fur allemal fest- 
gelegten Gesetzen zu genugen schienen, von denjenigen, 
welche sie dem Zufall zuschrieben; die letzteren konnte 
man nicht voraussehen, weil sie jedem Gesetze widerstreb- 
ten. Auf jedem Gebiete entschieden die genauen Gesetze 
nicht uber alles, sie gaben nur die Grenzen an, innerhalb 
deren es dem Zufall gestattet war, sich frei zu bewegen. 
Bei dieser Vorstellung hatte das Wort „Zufall“ eine be- 
stimmte objektive Bedeutung: Was Zufall fur den einen 
war, war auch Zufall fur den andem und selbst fur die 
Gotter. 

Diese Vorstellung ist aber nicht mehr die unsere; wir 
sind absolute Deterministen geworden, und selbst wer das 
Recht des freien Willens dem Menschen gewahrt wissen 
will, lafit den Determinismus wenigstens in der unorganischen 
Welt unbeschrankt herrschen. Jede Erscheinung, und sei 
sie noch so unbedeutend, hat ihre Ursachen, und ein un- 
endlich umfassender Geist, der uber die Gesetze der Natur 
unendlich genau unterrichtet ist, hatte sie seit Anfang der 
Welt voraussehen konnen. Wenn ein solcher Geist existierte, 
konnte man sich mit ihm nicht auf ein Gliicksspiel einlassen, 
man wurde immer verlieren. 
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Fur ein solches Wesen hatte das Wort Zufall keine Be- 
deutung, Oder vielmehr, es gabe fur dasselbe keinen Zufall. 
Nur wegen unserer Unvollkommenheit und unserer Un- 
wissenheit wiirde es also fur uns einen Zufall geben. Und 
selbst fur uns schwache Menschen waren noch Unterschiede 
zu machen: was fur den Unwissenden Zufall ist, ware fur 
den Wissenden kein Zufall. Der Zufall erschiene somit als 
das MaB unserer Unwissenheit. Die zufalligen Erscheinun- 
gen waren ihrer Definition nach diejenigen, deren Gesetze 
wir nicht kennen. 

Ist nun diese Definition befnedigend? Als die chaldai- 
schen Hirten zuerst die Bewegungen der Sterne mit den 
Augen verfolgten, kannten sie noch nicht die Gesetze der 
Astronomie; durfen wir annehmen, sie hatten deshalb ge- 
sagt, daB die Bewegungen der Gestirne dem Zufalle unter- 
worfen seien? Wenn ein modemer Physiker eine neue Er- 
scheinung studiert und am Dienstag das Gesetz derselben 
entdeckt, sollte er deswegen am Montag gesagt haben, daB 
die Erscheinung nur zufallig sei? Ja, noch mehr: beruft 
man sich nicht oft, um eine Erscheinung vorauszusagen, auf 
das, was Bertrand die Gesetze des Zufalls nennt? In der 
kinetischen Gastheorie z. B. leitet man die bekannten Ge- 
setze von Mario tte und Gay-Lussac auf Grand der 
Hypothese ab, daB die Geschwindigkeiten der Gasmolekule 
unregelmaBig variieren, d. h. nur vom Zufall abhangen. Alle 
Physiker werden behaupten, daB die zu beobachtenden Ge- 
setze viel einfacher sein wurden, wenn die Geschwindigkei- 
ten sich nach irgendeinem einfachen Elementargesetze be- 
stimmten, wenn dieMolekule sozusagen organisiert waren, 
wenn sie irgendwie diszipliniert waren. Nur dank dem 
herrschenden Zufall, dank unserer Unwissenheit konnen wir 
hier Schlusse ziehen; wenn demnach das Wort Zufall ein- 
fach gleichbedeutend mit Unwissenheit ist — was sollen wir 
uns dabei denken? Durfen wir das etwa in folgender Weise 
formulieren? 
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„Man verlangt von uns, die kunftigen Erscheinungen 
vorauszusagen. Wenn ich unglficklicherweise die Gesetze 
dieser Erscheinungen kennen wfirde, so konnte ich dem 
Verlangen nur durch unentwirrbareRechnungen nachkommen 
and ich mfifite schlieBlich ganz darauf verzichten; da ich 
aber das Gluck habe die Gesetze nicht zu kennen, so kann 
ich sofort die Antwort geben. Das Allermerkwfirdigste ist 
hierbei, daB meine Antwort richtig ausfallt.“ 

Dann aber mufi der Zufall doch etwas anderes sein als 
ein Name fur unsere Unwissenheit, dann mfissen wir die 
Erscheinungen, deren Ursachen wir nicht kennen, in ver- 
schiedene Klassen einteilen; wir mussen die zufalligen Er- 
scheinungen, fiber welche uns die Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung vorlaufig unterrichtet, unterscheiden von denjenigen, 
die nicht zufallig sind, und fiber die wir nichts aussagen 
konnen, ehe wir nicht die ffir sie geltenden Gesetze be- 
stimmt haben. Die Aufklarungen, welche uns die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung fiber die wirklich zufalligen Erschei- 
nungen gibt, hdren selbstverstandlich nicht auf, richtig zu 
sein, wenn wir einmal das Wesen dieser Erscheinungen 
besser erkennen. 

Der Direktor einer Lebensversicherungsgesellschaft weiB 
nicht, wann jeder einzelne seiner Versicherten sterben wird, 
aber er verlaBt sich auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und auf das Gesetz der groBen Zahlen; und dabei irrt er 
sich nicht, denn er verteilt ja Dividenden an seine Aktio- 
nare. Wenn ein sehr scharfblickender und sehr indiskreter 
Arzt nach AbschluB der Versicherungen den Direktor fiber 
die Lebenswahrscheinlichkeit der Versicherten genau unter- 
richtet, so hdren deshalb die Dividenden nicht auf. Dieser 
Arzt wfirde zwar der Unwissenheit des Direktors ein Ende 
machen, aber er wfirde keinen EinfluB auf die Dividenden 
haben, die offenbar nicht von dieser Unwissenheit ab- 
hangig sind. 18 ) 
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n. 

Um eine bessere Definition des Zufalls zu fin den, mussen 
wir einige Tatsachen prufen, die man gewohnlich als zu- 
fallig betrachtet und auf die die Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung anwendbar zu sein scheint; wir werden sodann die 
Frage nach ihren gemeinsamen Charakteren zu beantworten 
suchen. 

Als erstes Beispiel wahlen wir dasjenige des unstabilen 
Gleichgewichts ; wenn ein Kegel auf seine Spitze gestellt 
wird, so wissen wir, dafi er umfallen mufi, aber wir wissen 
nicht, nach welcher Seite; es scheint uns, als ob der Zufall 
daruber allein entscheidet. Wenn der Kegel vollkommen 
symmetrisch ware, wenn seine Achse vollkommen vertikal 
stande, wenn keine andere Kraft als die Schwerkraft auf ihn 
wirkte, so wurde er durchaus nicht fallen. Aber der geringste 
Symmetriefehler lafit ihn sich leicht nach einer bestimmten 
Seite neigen, und wenn diese Neigung auch noch so klein 
ist, wird der Kegel doch nach dieser Seite fallen. Selbst 
bei vollkommener Symmetric wurde eine leichte Erschutte- 
rung oder ein Luftzug ihm eine Neigung um einige Bogen- 
sekunden erteilen, und das ware genug, um seinen Fall und 
selbst die Richtung seines Falles zu bestimmen; diese Rich- 
tung fallt dann immer mit der Richtung seiner Anfangs- 
neigung zusammen. 

Eine sehr kleine Ursache, die fur uns unbemerkbar bleibt, 
bewirkt einen betrachtlichen Effekt, den wir unbedingt be- 
merken mussen, und dann sagen wir, dafi dieser Effekt vom 
Zufall abhange. Wurden wir die Gesetze der Natur und 
den Zustand des Universums fur einen gewissen Zeitpunkt 
genau kennen, so konnten wir den Zustand dieses Univer- 
sums fur irgendeinen spateren Zeitpunkt genau voraussagen. 
Aber selbst wenn die Naturgesetze fur uns kein Geheimnis 
mehr enthielten, konnen wir doch den Anfangszustand im- 
mer nnr naherungsweise kennen. Wenn wir dadurch in 
den Stand gesetzt werden, den spateren Zustand mit dem- 
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selben Naherungsgrade vorauszusagen , so ist das alles, 
was man verlangen kann; wir sagen dann: die Erscheinnng 
wnrde vorausgesagt, sie wird durch Gesetze bestimmt. Aber 
so ist es nicht immer; es kann der Fall eintreten, daB kleine 
Unterschiede in den Anfangsbedingungen groBe Unterschiede 
in den spateren Erscheinungen bedingen ; ein kleiner Irrtum 
in den ersteren kann einen auBerordentlich groBen Irrtum 
fur die letzteren nach sich ziehen. Die Vorhersage wird un- 
moglich und wir haben eine „zufallige Erscheinung". 

Unser zweites Beispiel ist dem ersten sehr ahnlich, wir 
entnehmen es der Meteorologie. Weshalb bereitet es den 
Meteorologen so viele Schwierigkeiten, das Wetter mit einiger 
Sicherheit vorauszusagen? Weshalb scheint uns das Ein- 
treten von Regengussen und Sturmen ganzlich vom Zufall 
abzuhangen, so daB manche Leute es fur ganz naturlich halten, 
um Regen und gutes Wetter zu beten, wahrend doch die- 
selben Leute es lacherlich finden wurden, wenn man eine 
Sonnenfinstemis durch Gebet herbeifuhren wollte? Wir wis- 
sen, daB die groBen Storungen meistens in denjenigen Ge- 
bieten der Atmosphare entstehen, in denen dieselbe sich in 
unstabilem Gleichgewichte befindet. Die Meteorologen er- 
kennen wohl, daB das Gleichgewicht unstabil ist und daB 
irgendwo ein Zyklon entstehen wird; aber wo, das kdnnen 
sie nicht angeben; ein Zehntelgrad mehr Oder weniger an 
irgendeiner Stelle, und der Zyklon bricht nicht hier, son- 
dem dort aus, und seine Verwustungen trefFen Gegenden, 
die sonst verschont geblieben waren. Wenn man diesen Zehn- 
telgrad gekannt hatte, so ware das Eintreffen des Sturmes 
vorauszusehen gewesen, aber die Beobachtungen waren we- 
der hinreichend dicht, noch hinreichend genau, und deshalb 
macht es den Eindruck, als sei alles dem Zufall uberlassen. 
Auch hier finden wir wieder denselben Gegensatz zwischen 
einer sehr kleinen Ursache, die fur den Beobachter nicht 
wahmehmbarist, und sehr betrachtlichen F olgeerscheinungen, 
die manchmal furchtbares Unheil anrichten. 
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Betrachten wir noch ein anderes Beispiel: die Verteilung 
der kleinen Planeten fiber den Tierkreis. 19 ) Ihre anfanglichen 
Langen mogen beliebig gewesen sein; ihre mittleren Be- 
wegungen waren verschieden, und sie beschreiben ihre Bah- 
nen seit so langer Zeit, daB man gegenwartig sagen kann, 
ihre Verteilung fiber den Tierkreis sei ganz zufallig. Kleine 
anfangliche Diflferenzen zwischen ihren Entfemungen von 
der Sonne oder, was auf dasselbe hinauskommt, zwischen 
ihren mittleren Bewegungen , haben schliefilich sehr groBe 
Diflferenzen zwischen ihren gegenwartigen Langen zur Folge 
gehabt; ein UberschuB von einem Tausendstel von einer 
Sekunde in ihrer taglichen mittleren Bewegung gibt eine 
voile Sekunde in drei Jahren, einen Grad in zehntausend 
Jahren, einen vollen Umlauf in drei Oder vier Millionen Jah- 
ren, und was will dies gegenfiber der Zeit bedeuten, die 
verflossen ist, seitdem sich die kleinen Planeten aus dem 
Urnebel von Laplace abgesondert haben? Auch hier haben 
wir wieder eine kleine Ursache und eine groBe Wirkung; 
oder besser, kleine Diflferenzen in der Ursache und groBe 
Diflferenzen in der Wirkung. 

Das Roulettespiel entfemt uns weniger als man zuerst 
denkt von dem vorhergehenden Beispiel. 90 ) Stellen wir uns 
eine Nadel vor, die man in drehende Bewegung um einen 
festen Stfitzpunkt versetzen kann, und darunter eine Art 
Ziflferblatt, das in hundert abwechselnd rote und schwarze 
Abschnitte geteilt ist. Wenn die Nadel fiber einem roten 
Abschnitte stehen bleibt, so ist das Spiel gewonnen, andem- 
falls ist es verloren. Alles hangt oflfenbar von dem ursprfing- 
lichen Antriebe ab, den wir der Nadel erteilen. Die letztere 
wird sich etwa zehn- oder zwanzigmal ganz herumdrehen 
und dann mehr oder weniger schnell zum Stillstand kommen, 
je nachdem ich sie mehr oder weniger stark gestoBen habe. 
Wenn der Antrieb nur um ein Tausendstel oder um ein 
Zehntausendstel variiert, so genfigt das, um zu bewirken, 
daB die Nadel nicht etwa fiber einem schwarzen Teile, son- 
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dem uber dem darauffolgenden roten Teile stiUsteht. Das 
sind Differenzen , die unser Muskelsinn nicht wahmehmen 
kann and die selbst den feinsten Instrumenten entgehen 
warden. Es ist mir deshalb unmdglich, vorauszusehen, was 
die von mir in Bewegang gesetzte Nadel tun wird ; and des- 
halb befinde ich mich in gespanntester Erwartung and hoffe 
alles vom Zufall. Die Differenz in der Ursache ist nicht 
wahmehmbar and die Differenz in der Wirkung ist fur mich 
von der grofiesten Wichtigkeit, denn es handelt sich am 
meinen ganzen Einsatz. 

m. 

Bei dieser Gelegenheit mochte ich eine Bemerkung ein- 
schalten, die mit unseren gegenwaxtigen Betrachtungen nur 
lose zusammenhangt. Vor einigen Jahren hat ein Philosoph 
behauptet, dafi die Zukunft durch die Vergangenheit be- 
stimmt sei, aber nicht die Vergangenheit durch die Zukunft, 
oder mit anderen Worten, dafi wir aus der Kenntnis der 
Gegenwart die Kenntnis der Zukunft, aber nicht diejenige 
der Vergangenheit ableiten konnen; denn, so sagt er, eine 
Ursache kann nur eine Wirkung hervorbringen, wahrend die- 
selbe Wirkung durch mehrere verschiedene Ursachen her- 
vorgebracht werden kann. Dieser SchluBfolgerung kann offen- 
bar kein Forscher beistimmen; die Naturgesetze verknupfen 
das Vergangene mit dem Kunftigen derartig, dafi die Ver- 
gangenheit durch die Zukunft ebenso bestimmt ist, wie die 
Zukunft durch die Vergangenheit. Wie aber ist der Irrtum 
jenes Philosophen zu erklaren? Wir wissen, dafi infolge des 
Carnotschen Prinzips die physikalischen Erscheinungen 
nicht umkehrbar sind und dafi die Welt einem uberall 
gleichformigen Zustande entgegenstrebt. Von zwei verschie- 
den erwarmten Korpern gibt der warmere Warme an den 
kalteren ab; wir konnen demnach voraussehen, daB ihre 
Temperaturen sich ausgleichen werden. Sind sie jedoch 
einmal einander gleich geworden und befragt man uns dann 
uber den fruheren Zustand der beiden Korper, was kdnnen 
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wir dann antworten? Wir werden zwar sagen, daB der eine 
von ihnen warm und der andere kalt war, wir werden aber 
nicht erraten kdnnen, welcher von beiden der warmere ge- 
wesen ist. 21 ) 

In Wirklichkeit jedoch werden die Temperaturen beider 
niemals genau gleich. Die Differenz ihrer Temperaturen 
nahert sich nur asymptotisch dem Werte Null; in einem ge- 
wissen Momente werden folglich unsere Thermometer nicht 
mehr imstande sein diese Differenz zu messen. Hatten wir 
dagegen tausend- und hunderttausendmal empfindlichere 
Thermometer, so wurden wir erkennen, daB immer noch 
eine kleine Differenz besteht und daB <ler eine der beiden 
Kdiper ein wenig warmer geblieben ist als der andere; und 
dann konnten wir feststellen, daB dieser in fruheren Zeiten 
viel warmer gewesen sein muB als der andere. 

Im Gegensatze zu den fruheren Beispielen haben wir hier 
also groBe Differenzen in der Ursache und kleine Differenzen 
in der Wirkung. Flammarion hat in seinen Schriften ge- 
legentlich einen Beobachter eingefuhrt, der sich mit einer 
Geschwindigkeit, groBer als die Lichtgeschwindigkeit, von 
der Erde entfernt; fur einen solchen hatte die Zeit ihr Vor- 
zeichen geandert. Die Geschichte wurde ihm in umgekehrter 
Ordnung erscheinen, und Waterloo wurde Austerlitz voran- 
gehen. Fur diesen Beobachter waren Wirkungen und Ur- 
sachen miteinander vertauscht; das unstabile Gleichgewicht 
ware nicht mehr ein Ausnahmefall; infolge der allgemeinen 
Nichtumkehrbarkeit der Erscheinungen wurde fur ihn schein- 
bar alles aus einer Art Chaos hervorgehen, das sich in un- 
stabilem Gleichgewichte befindet; er wurde den Eindruck 
haben, als ob die ganze Natur der Herrschaft des Zufalls 
uberlassen sei. 

IV. 

Die folgenden Beispiele sind wieder von etwas anderem 
Charakter. Betrachten wir zunachst die kinetische Gas- 
theorie. Wie mussen wir uns ein mit Gas angefulltes GefaB 
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vorstellen? Unzahlige Molekule durchfliegen dieses GefaB 
mit groBer Geschwindigkeit nach alien Richtnngen hin; in 
jedem Momente stoBen sie gegen die GefaBwande Oder 
stoBen sie gegenseitig zusammen ; und diese ZusammenstdBe 
linden unter den verschiedensten Bedingungen statt. Was 
un8 hier vor allem auffallt, ist nicht die Kleinheit der Ur- 
sache, sondem ihre verwickelte Natur. Dennoch kommt auch 
jener erste Umstand hier mit in Betracht und spielt eine 
wichtige Rolle. Ware ein Molekul von seiner Bahn um eine 
sehr kleine, dem Wirkungsradius der Gasmolekule vergleich- 
bare GroBe nach links oder nach rechts abgewichen, so 
hatte es einen ZusammenstoB vermieden, oder derselbe hatte 
unter anderen Bedingungen stattgefunden und dadurch hatte 
die Richtung der Geschwindigkeit nach dem ZusammenstoBe 
eine Anderung von vielleicht neunzig oder hundertachtzig 
Graden erfahren. 

Das ist nicht alles ; wie wir soeben gesehen haben, genugt 
es, das Molekul vor dem ZusammenstoBe um eine unend- 
lich kleine GroBe abzulenken, damit sich eine Ablenkung 
von endlicher GroBe nach dem ZusammenstoBe ergebe. 
Wenn das Molekul zwei aufeinander folgende Zusammen- 
stoBe erfahrt, so wird vor dem ersten ZusammenstoBe eine 
Ablenkung, deren GroBe unendlich klein zweiter Ordnung 
ist, genugen, damit nach dem ersten ZusammenstoBe die 
Ablenkung durch eine unendlich kleine GrdBe erster Ord- 
nung und nach dem zweiten ZusammenstoBe durch eine 
endliche GroBe dargestellt werde. Tatsachlich erfahrt das 
Molekul nicht nur zwei ZusammenstoBe, sondem in jeder 
Sekunde deren eine auBerordentlich groBe Anzahl. Wenn 
also die Ablenkung infolge des ersten ZusammenstoBes 
mit einer sehr groBen Zahl A multipliziert werden muB, so 
ist sie nach n ZusammenstoBen mit A n zu multiplizieren; sie 
wird also sehr groB, nicht nur deshalb, weil A sehr groB ist, 
d. h. weil kleine Ursachen groBe Wirkungen hervorbringen, 
sondem auch deshalb, weil der Exponent n sehr groB ist, 
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d. h. weil die ZusammenstoBe sehr zahlreich und die Ur- 
sachen sehr verwickelt sind. 

Betrachten wir ein zweites Beispiel dieser Art; weshalb 
scheinen uns die Tropfen in einem Regengusse ganz zu- 
fallig verteilt zu sein? Der Grand liegt wieder in der ver- 
wickelten Natur der Ursachen, welche die Bildung der 
Tropfen bedingen. In der Atmosphare befinden sich zahl- 
reiche lonen, wahrend langer Zeit sind sie bestandig wech- 
selnden Luftstromungen ausgesetzt gewesen , durch kleine 
Wirbelwinde werden sie umhergetrieben und schlieBlich 
steht ihre Verteilung in der Atmosphare in keiner Beziehung 
mehr zu ihrer urspranglichen Verteilung. Pldtzlich fallt die 
Temperatur, der Wasserdampf kondensiert sich und jedes 
Ion wird das Zentrum ernes Regentropfens. Um zu erkennen, 
wie diese Tropfen verteilt sind und wieviele auf eine Flache 
von gegebener Grdfie fallen werden, genugt es nicht, daB 
man die ursprangliche Lage der lonen kennt, man muB 
auch die Wirkung von tausend kleinsten und unberechen- 
baren Luftstromungen beracksichtigen. 

Im wesentlichen ist dieselbe Betrachtung anwendbar auf 
Staubkdrnchen, die im Wasser suspendiert sind; im GefaBe 
finden Strdmungen statt, deren Gesetze wir nicht kennen; wir 
wissen nur, daB diese sehr kompliziert sind ; nach einer gewis- 
sen Zeit sind die Korachen zufallig, d. h. gleichformig in dem 
GefaBe verteilt und zwar gerade infolge der Kompliziertheit 
der Stromungen. Wenn letztere irgendeinem einfachen Ge- 
setze gehorchen wurden, wenn z. B. das GefaB die Ge- 
stalt eines Rotationskorpers hatte und wenn die Stromungen 
dann kreisformig um die Achse verliefen, so wurde die Wir- 
kung eine andere sein, denn dann behielte jedes Korachen 
seine anfangliche Hohe uber dem Bo den bei und ebenso 
seine anfangliche Entfernung von der Achse. 

Zu demselben Resultate gelangt man durch Betrachtung 
einer Mischung von zwei Flussigkeiten oder von zwei fein- 
kornigen Pulvern. Um endlich noch ein groberes Beispiel 
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zu erwahnen, sei auf die Mischung eines Karten spiels hin- 
ge wiesen, for welche die gleiche Betrachtnng giiltig bleibt. 
Bei jedem Kartenschlag erleiden die Karten eine Vertau- 
schung (analog derjenigen, die man in der Theorie der 
Substitntionen studiert). Welche Vertauschnng wird nun die 
endgultig bleibende sein? Die Wahrscheinlichkeit dafiuv 
dafi dies eine bestimmte sei (z. B. diejenige, welche an den 
tt-ten Platz diejenige Karte bringt, welche vor der Vertau- 
schung den Platz <p (n) innehatte), diese Wahrscheinlichkeit^ 
sage ich, hangt von den Gewohnheiten des Spielers ab. 
Der Spieler mischt die Karten eine gewisse Zeit lang, es 
wird also sukzessive eine grofie Anzahl von Vertauschungen 
ausgefuhrt und die daraus resnltierende Anordnung hangt 
nur noch vom Zufall ab; damit will ich sagen, dafi schliefi- 
lich alia moglichen Anordnungen gleich wahrscheinlich sind. 
Dieses Resultat ist hier eine Folge der grofien Zahl von 
sukzessiven Vertauschungen, d. h. eine Folge der verwickel- 
ten Natur der Erscheinung. 

Endlich noch ein Wort uber die Fehler-Theorie. 21 ) Auch 
hier kommt es darauf an, dafi die Ursachen verwickelt und 
zahlreich sind. Wie vielen Fehlerquellen ist ein Beobachter 
selbst bei Benutzung der besten Instrumente ausgesetztl Er 
mufi sich bemuhen, die grdbsten Fehler zu bemerken und 
zu vermeiden. Das sind diejenigen, die zu den sogenannten 
systematischen Fehlern Veranlassung geben. Wenn man nun 
diese eliminiert hat, oder wenigstens annimmt, dafi dies ge- 
lungen sei, so bleiben noch viele kleine Fehler, deren Wir- 
kungen sich addieren kdnnen und die dadurch gefahrlich 
warden, Daraus entstehen die sogenannten zufalligen Fehler; 
wir schreiben sie dem Zufalle zu, weil ihre Ursachen zu ver- 
wickelt und zu zahlreich sind. Auch hier haben wir kleine 
Ursachen, aber jede von ihnen bringt auch nur eine kleine 
Wirkung hervor und erst durch ihre Vereinigung und ihre 
grofie Anzahl werden diese Wirkungen dem Beobachter ge- 
fahrlich. 
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V. 

Man kann diese Verhaltnisse noch von einem dritten Ge- 
sichtspunkte aus betrachten; derselbe ist von geringerer 
Wichtigkeit, und ich werde ihn nicht so ausfuhrlich darlegen. 
Wenn man eine Tatsache voraussagen will und deshalb die 
vorhergehenden Tatsachen pruft, so sucht man sich uber 
die fruhere Gesamtlage zu unterrichten, dies lafit sichjedoch 
nie fur alle Teile des Universums durchfuhren; man begnugt 
sich damit zu erfahren, was in der Nachbarschaft deijenigen 
Stelle vorgeht, wo die betreffende Tatsache zu erwarten ist, 
Oder was sonst irgendeine Beziehung zu dieser Tatsache zu 
haben scheint. Eine solche Untersuchung kann nie voll- 
standig sein, man mufi eben zu wahlen wissen. Es kann 
auch vorkommen, daB wir Umstande unbeachtet lassen, die 
anfangs der vorauszusagenden Tatsache vollstandig fremd 
zu sein schienen und deren Einflufi auf dieselben man nicht 
fur wesentlich hielt, die aber dennoch, gegen jede Erwar- 
tung, schlieBlich eine wichtige Rolle spielen. 

Ein Mann geht seinen Geschaften nach; sein W eg fuhrt 
durch eine StraBe; jemand, der mit der Art seiner Geschafte 
vertraut ware, konnte angeben, weshalb er gerade zu dieser 
Stunde ausgeht und weshalb er diese StraBe passiert. Auf einem 
Dache arbeitet ein Dachdecker; der Untemehmer, in dessen 
Diensten er steht, konnte wenigstens ungefahr voraussagen, 
was der Arbeiter tun wird. Unser Mann indessen denkt nicht 
an den Dachdecker, und der Dachdecker denkt nicht an den 
Mann: sie gehoren scheinbar zwei einander ganz fremden 
Welten an. Nun lafit der Dachdecker aber einen Dachziegel 
fallen, der den Mann tdtet, und jeder wird sofort sagen, daB 
dies ein Zufall sei. 

Unser Unvermogen gestattet uns nicht, das ganze Univer- 
sum zu umfassen, und notigt uns, es in einzelne Abschnitte 
zu zerlegen. Wir bemuhen uns, dies moglichst sachlich und 
naturlich auszufuhren; trotzdem kommt es hin und wieder 
vor, daB zwei dieser Abschnitte einander beeinflussen. Von 
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den Wirkungen dieser wechselseitigen Beeinflussung sagen 
wir dann, sie seien dem Znfall zuzuschreiben. 

1 st dies nun wirklich ein dritter Gesichtspunkt fur das 
Begreifen des Znfalls? Nicht immer; in der Tat kann man 
meistens dies© Betrachtung auf nnseren ersten oder zweiten 
Fall zuruckfiihren. Jedesmal wenn zwei einander sonst 
fremde Welten aufeinander EinfluB gewinnen , konnen die 
Gesetze dieser Einwirkung nur sehr verwickelt sein, nnd 
andererseits hatte eine sehr geringe Anderung in den An- 
fangsbedingnngen der beiden Welten genugt, nm ihre gegen- 
seitige Einwirkung auszuschliessen. Wie wenig hatten die 
Umstande geandert zu werden brauchen, um zu veranlassen, 
dafi unser Mann eine Sekunde spater die Strafie passierte, 
Oder dafi der Arbeiter seinen Dachziegel eine Sekunde fruher 
fallen liefi! 

VI. 

Alles, was wir bisher gesagt haben, erklart uns noch nicht, 
weshalb der Zufall gewissen Gesetzen gehorcht. Genugt es, 
dafi die Ursachen klein sind, oder dafi sie verwickelt sind, 
damit wir voraussagen konnen, welche Wirkungen imMittel 
(wenn auch nicht in jedem einzelnen Falle) eintreten 
werden? Um diese Frage zu beantworten, ist es am besten, 
einige der erwahnten Beispiele nochmals durchzugehen. 

Ich beginne mit dem Beispiele des Roulettes. Wie ich 
oben sagte, hangt der Punkt, wo die Nadel stillsteht, von 
dem ihr zu Anfang erteilten Antriebe ab. Welches ist nun 
die Wahrscheinlichkeit dafur, dafi dieser Impuls einen be- 
stimmten Wert habe ? Daruber weifi ich nichts, aber es liegt 
nahe vorauszusetzen, dafi diese Wahrscheinlichkeit durch 
eine stetige analytische Funktion dargestellt wird. Die Wahr- 
scheinlichkeit dafur, dafi der Wert des Impulses zwischen 
a und a + g liegt, ist demnach wesentlich gleich der Wahr- 
scheinlichkeit dafur, dafi dieser Wert zwischen 0 + g und 
a + 2e enthalten sei, vorausgesetzt, dafi e sehr klein ist 
Diese Eigenschaft ist alien „analytischen“ Funktionen ge- 

Poincare: Wissenschaft and Methode 5 
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meinsam. Die kleinen Anderungen einer solchen Funktion 
Bind stets den kleinen Anderungen der Variabeln proportional. 

Nach unseren obigen Voraussetzungen genugt eine sehr 
kleine Anderung des Impulses, ran die Farbe des Abschnittes 
zu andem, uber welchem die Nadel zum Stillstande kommt. 
Von a bis a + s ist. dies etwa Rot, von a + s bis 0+ 2 s dagegen 
Schwarz; die Wahrscheinlichkeit fur einen roten Abschnitt 
ist daher dieselbe wie fur den darauffolgenden schwarzen 
Abschnitt, und folglich ist die Gesamtwahrscheinlichkeit fur 
Rot gleich der Gesamtwahrscheinlichkeit fur Schwarz. 

Durch die Natur des Problems ist hier die analytische 
Funktion gegeben, welche die Wahrscheinlichkeit fur einen 
bestimxnten anfanglichen Impuls darstellt Das Resultat aber 
bleibt richtig, wie auch diese Funktion beschaflfen sei, denn 
es hangt nur von einer, alien analytischen Funktionen ge- 
meinsamen Eigenschaft ab. Es folgt daraus, dab wir schlieB- 
lich die ursprunglich als gegeben gedachte Funktion nicht 
weiter n5tig haben. 

Was wir hier uber das Roulette gesagt haben, laBt sich 
auch auf das Beispiel der kleinen Planeten anwenden. Der 
Tierkreis kanp als ein ungeheuer groBes Roulette betrachtet 
werden, auf welches der Schopfer eine sehr groBe Anzahl 
kleiner Kugeln geworfen hat ; ihnen alien hat er verschiedene 
Anfangsgeschwindigkeiten d.h. verschiedene anfangliche Im- 
pulse erteilt, und letztere variieren nach irgendeinem uns 
nicht weiter bekannten Gesetze. Ihre gegenwartige Ver- 
teilung ist gleichformig und aus demselben Grunde wie im 
vorhergehenden Falle von diesem Gesetze unabhangig. Man 
erkennt somit, weshalb die Erscheinungen den Gesetzen des 
Zufalls gehorchen, indem kleine DifFerenzen in den Ursachen 
genugen, um groBe Diflferenzen in den Wirkungen hervor- 
zubringen. Die Wahrscheinlichkeiten fur diese kleinen Diflfe- 
renzen kdnnen dann als proportional zu diesen Diflferenzen 
selbst betrachtet werden, und zwar eben deshalb, weil diese 
Diflferenzen klein sind, und weil die kleinen Anderungen 
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einer stetigen Funktion den entsprechenden An der ungen der 
Variabeln proportional sind. 

Wir gehen zn einem ganzlich verschiedenen Beispiele uber, 
bei dem es hauptsachlich auf die verwickelte Natur der 
Ursachen ankommt; ich nehme an: ein Spieler mischt ein 
Kartenspiel. Bei jedem Schlage andert er die Anordnung 
der Karten, und er kann sie auf verschiedene Weisen andern. 
Um die Darstellung zu vereinfachen , wollen wir nur drei 
Karten voraussetzen. Die Karten, welche vor dem ersten 
Schlage bzw. die Platze 123 einnahmen, werden nach 
dem ersten Schlage in einer der folgenden Anordnungen 
erscheinen konnen: 

123, 231, 312, 321, 132, 213. 

Eine jede dieser sechs Annahmen ist moglich, und es 
mogen ihnen bzw. die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu- 
kommen: . . . . . . 

P\> Pi* Pv Ps* Pv 


Die Summe dieser sechs Zahlen ist gleich 1 (denn die 
Wahrscheinlichkeit 1 bedeutet die GewiBheit) ; das ist alles, 
was wir wissen; diese sechs Wahrscheinlichkeiten hangen 
naturlich von den Gewohnheiten des Spielers ab, die wir 
nicht weiter kennen. 

Beim zweiten Schlage und ebenso bei dem folgenden 
wiederholt sich dies unter den gleichen Bedingungen; ich 
meine damit, daB z. B. p k immer die Wahrscheinlichkeit 
dafur darstellt, daB die drei Karten, denen zwischen dem 
und (w + i)* 611 Schlage die Anordnung 123 zukam, nach 
dem («+ 1 ) ten Schlage die Anordnung 321 aufweisen. Das 
bleibt richtig, was auch die Zahl n sei, denn die Gewohn- 
heiten des Spielers und seine Art und Weise zu mischen 
bleiben unverandert. 

Wenn nun die Anzahl der Schlage beim Mischen sehr groB 
wird, so konnen die Karten, die vor dem ersten Schlage 
in der Ordnung 123 lagen, nach dem letzten Schlage 
irgendeine der Anordnungen 

5 * 
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123, 231, 312, 321, 132, 213 

aufweisen, und die Wahrscheinlichkeit fur jede dieser sechs 
Moglichkeiten wird jetzt wesentlich dieselbe, und zwar gleich 
% sein; und das bleibt richtig, welche Werte auch die obigen 
Zahlen p v . ... f p 6 haben mdgen, die uns iibrigens unbe- 
kannt sind. Die groBe Anzahl der Schlage, d. h. die ver- 
wickelte Natur der Ursachen, hat hier die Gleichformigkeit 
hervorgebracht. 

Dieselbe Oberlegung bleibt unverandert gultig, wenn es 
sich um mehr als drei Karten handelt, aber selbst mit drei 
Karten wird der Beweis verwickelt; ich begnuge mich daher 
den Beweis nur fur zwei Karten zu geben. Wir haben jetzt 
nur zwei m&gliche Anordnungen: 

1 2, 2 1 

mit den Wahrscheinlichkeiten p x und p t = 1 — p v Es 
mdgen n Schlage stattgefunden haben, und wir wollen an- 
nehmen, daB ich einen Frank gewinne, wenn die Karten 
schlieBlich in der ursprunglichen Ordnung iiegen, daB ich 
aber einen Frank verliere, wenn sie schlieBlich vertauscht 
sind. Meine mathematische Hoffnung ist dann gleich 28 ) 

( A A)* 

Die Differenz p x — p % ist sicher kleiner als 1 ; wenn n also 
sehr groB wird, so wird meine Hoffnung gleich Null; wir 
haben nicht notig p t und p 2 zu kennen, um doch zu wissen, 
daB das Spiel gleiche Chancen bietet. 

Immerhin ist eine Ausnahme moglich, namlich wenn eine 
der Zahlen p t und /> 2 gleich 1 und die andere gleich Null ist. 
Dann wird unsere Oberlegung angultig, weil unsere 
anfanglichen Voraussetzungen zu einfach sein 
wurden. 

Was wir hier gesehen haben, lafit sich nicht nur auf das 
Mischen von Karten anwenden, sondern auf alle Mischungen, 
z. B. auf solche von Pulvem Oder FJussigkeiten, und selbst 
auf Mischungen von Gasmolekulen in der kinetischen Gas- 
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theorie. Um auf letztere zuruckzukommen, wollen wir uns fiir 
den Augenblick ein Gas vorstellen , dessen Molekule nicht 
gegenseidg zusammenstoBen konnen, aber wohl durch Stdfie 
gegen die Wande des GefaBes, in welchem das Gas ein- 
geschlossen ist, von ihren Bahnen abgelenkt werden konnen. 
Wenn die Gestalt dieses GefaBes hinreichend kompliziert 
ist, so wird die Verteilung der Molekule und diejenige ihrer 
Geschwindigkeiten bald gleichformig werden. Das gilt aber 
nicht mehrj wenn daB GefaB kugelformig ist Oder wenn es 
die Gestalt eines rechtwinkligen Parallelepipedons hat; wes- 
halb? Im erstenFalle, weil die Entfernung irgendeiner Mole- 
kulbahn vom Zentrum der Kugel stets konstant bleibt; im 
andero Falle, weil der absolute Wert des Winkels jeder 
Bahnlinie gegen die Seitenflachen des Parallelepipedons 
konstant bleibt. 

Man ersieht hieraus, was unter zu einfachen Bedin- 
gungen verstanden werden soil; es sind das solche Bedin- 
gungen, die irgend etwas unverandert lassen, bei denen, wie 
man sagt, eine Invariante existiert. Die Differentialgleichungen 
des Problems sind dann zu einfach, als daB man die Ge- 
setze des Zufalls anwenden konnte. Auf den ersten Blick 
scheint diese Aussage keinen Sinn zu haben; jetzt wissen 
wir jedoch, was sie bedeuten soil. Die Differentialgleichungen 
sind zu einfach, wenn sie ein eindeutiges Integral zulassen 
und irgend etwas konstant lassen; sobald irgend etwas in 
den Anfangsbedingungen unverandert bleibt, kann offenbar 
der Endzustand nicht mehr vom Anfangszustande unabhangig 
sein. 

Endlich kommen wir zur Theorie der Fehler. Wodurch 
die zufalligen Fehler entstehen, wissen wir nicht, und eben 
weil wir es nicht wissen, sind wir sicher, daB diese Fehler 
dem GauBschen Gesetze genugen. Das ist offenbar ein 
Paradoxon. Es erklart sich ungefahr auf dieselbe Weise 
wie in den fruheren Fallen. Wir brauchen nur folgendes 
zu wissen : daB die Fehler sehr zahlreich sind, daB sie sehr 
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klein sind, daB jeder von ihnen ebensogut positiv als nega- 
tiv sein kann. Welches aber die Wahrscheinlichkeitskurve 
fur jeden einzelnen Fehler ist, davon wissen wir nichts, wir 
setzen nur voraus, daB diese Kurve symmetrisch ist. Auf 
Grand dieser Annahmen beweist man, daB der resultierende 
Fehler dem GauBschen Gesetze genugt, und dieses Gesetz 
besteht unabhangig von den besonderen Gesetzen, die wir 
nicht kennen. Auch hier ist die Einfachheit des Resultates 
eine Folge der verwickelten Natur der gegebenen Umstande. 

VII. 

Es ergeben sich noch mehr paradoxe Resultate. Nach 
dem Vorgange Flammarions habe ich soeben von dem 
Manne gesprochen, der sich schneller als das Licht bewegt, 
und fur den die Zeit das Vorzeichen umkehrt. Ich sagte, 
daB fur ihn alle Erscheinungen nur vom Zufall abhangen 
wurden. Unter einem gewissen Gesichtspunkte ist das rich- 
tig, in einem gegebenen Momente jedoch wurden alle diese 
Erscheinungen nicht gemafi den Gesetzen des Zufalles ver- 
teilt sein, denn sie sind ja tatsachlich so verteilt, wir wir sie 
sehen, und wir sehen sie sich durchaus harmonisch abwickeln, 
ohne daB sie aus einem urspranglichen Chaos hervorzu- 
gehen scheinen, und fur uns sind sie nicht durch den Zu- 
fall regiert. 

Was konnen wir hieraus schlieBen? Fur Lumen (so 
nennt Flammarion seinen Mann) scheinen kleine Ursachen 
groBe Wirkungen hervorzubringen ; weshalb soil nun fur ihn 
nicht dasselbe gelten, als fur uns, wenn bei uns groBe Wir- 
kungen aus kleinen Ursachen entstehen? Ware nicht die- 
selbe SchluBweise auch auf diesen Fall anwendbar? 

Wiederholen wir diese SchluBweise: wenn kleine DifFe- 
renzen in den Ursachen groBe Differenzen in den Wirkun- 
gen erzeugen, weshalb sind dann die letzteren nach den 
Gesetzen des Zufalls verteilt? Ich will annehmen, daB eine 
DifFerenz von einem Millimeter in der Ursache eine DifFe- 
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renz von einem Kilometer in der Wirkung erzengt. In dem 
Falle femer, wo die Wirkung sich auf einen Kilometer von 
gerader Nummer bezieht, moge ich gewonnen haben; die 
Wahrscheinlichkeit zu gewinnen ist fur mich dann gleich x / f ; 
weshalb? Weil dann die entsprechende Ursache sich auf 
einen Millimeter von gerader Nummer beziehen muB. Die 
Wahrscheinlichkeit dafur aber, daB die Ursache zwischen 
gewissen Grenzen variiert, ist offenbar proportional der ge- 
genseitigen Entfemung dieser Grenzen, wenn nur diese Ent- 
femung sehr klein ist. Wollte man diese Annahme nicht 
machen, so ware es nicht mehr moglich, die Wahrschein- 
lichkeit durch eine stetige Funktion darzustellen. 

Was geschieht nun, wenn groBe Ursachen kleine Wirkun- 
gen hervorbringen? In diesem Falle schreiben wir die Er- 
scheinung nicht dem Zufalle zu, wahrend umgekehrt Lumen 
sie dem Zufalle zuschreiben wurde. Einer Differenz von 
einem Kilometer in der Ursache wurde jetzt eine Differenz 
von einem Millimeter in der Wirkung entsprechen. Es kommt 
jetzt auf die Wahrscheinlichkeit dafur an, daB die Ursache 
zwischen zwei um n Kilometer voneinander entfemten Gren- 
zen enthalten sei; kann diese Wahrscheinlichkeit noch zu 
tt proportional sein? Wir haben keinen Grund zu einer sol- 
chen Annahme, denn die Entfemung von n Kilometer ist zu 
groB. Die Wahrscheinlichkeit dafur, daB die Wirkung zwischen 
zwei um n Millimeter voneinander entfemten Grenzen ent- 
halten sei, ist genau dieselbe, sie ist folglich ebenfalls nicht 
zu n proportional, und das, obgleich diese Entfemung von 
n Millimetern klein ist. Wir sind daher nicht imstande, das 
Wahrscheinlichkeitsgesetz fur die Wirkungen durch eine 
stetige Kurve darzustellen; in analytischem Sinne des 
Wortes kann diese Kurve deshalb doch stetig bleiben: un- 
endlich kleinen Anderangen der Abszisse werden un- 
endlich kleine Anderangen der Ordinate entsprechen. Aber 
praktisch wird sie nicht mehr stetig sein: sehr kleinen 
Anderangen der Abszisse werden nicht mehr sehr kleine 
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Anderungen der Ordinate entsprechen. Es wurde unmog- 
lich werden, die Kurve mit einem gewohnlichen Bleistift zu 
zeichnen: das ist kurz gesagt der Sinn meiner Darlegung. 

Was folgt hieraus fur unser Beispiel? Lumen hat nicht 
das Recht zu behaupten, dafi die Wahrscheinlichkeit der 
Ursache (wohl verstanden seiner Ursache, die fdr uns als 
Wirkung erscheint) notwendigerweise durch eine stetige 
Funktion dargestellt werden musse. Aber weshalb haben 
wir dann dieses Recht? Weil jener Zustand des unstabilen 
Gleichgewichtes , den wir soeben als Anfangszustand be- 
zeichneten, selbst nur der Endpunkt einer vorausgegange- 
nen langen geschichtlichen Entwicklung ist. Im Laufe dieser 
Geschichte haben verwickelte Ursachen gewirkt, und zwar 
lange Zeit hindurch: sie haben zur Mischung der Elemente 
beigetragen und waren bestrebt, alles gleichformig zu ge- 
stalten, wenigstens in einem beschrankten Raume; sie haben 
die Ecken abgerundet, die Berge abgetragen und die Taler 
ausgefullt: so willkurlich und unregelmafiig die ursprunglich 
ihnen ausgelieferte Kurve auch gewesen sein mag, sie haben 
so lange an ihrer Regulierung gearbeitet, dafi sie uns schliefi- 
lich eine stetige Kurve uberliefem konnten. Und deshalb 
konnen wir mit vollem Vertrauen die Stetigkeit voraussetzen. 

Lumen hat keine Veranlassung in gleicher Weise zu 
schlufifolgem; fur ihn erscheinen die verwickelten Ursachen 
nicht als Mittel zur Regulierung una Nivellierung, sie erzeu- 
gen im Gegenteil Unterschiede und Ungleichheiten. Aus 
einer Art von ursprunglichem Chaos wurde er eine immer 
bunter werdende Welt hervorgehen sehen; die von ihm be- 
obachteten Veranderungen wiirden ihm unvermittelt erschei- 
nen und nicht vorausgesagt werden konnen; er wurde sie 
irgend welcher Willkur zuschreiben mussen; aber diese Will- 
kur ware ganz etwas anderes als unser Zufall, denn sie 
wurde sich keinem Gesetze fugen, wahrend unser Zufall 
doch Seine Gesetze hat. Alle diese Punkte erfordem noch 
langere Entwicklungen und wurden dann vielleicht zu einem 
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besseren Verst andnis fur die Nicht-Umkehrbarkeit des Uni- 
versums fuhren. 

VIII. 

Wir habeu uns bemuht, den Zufall zu definieren, es bleibt 
jedoch noch eine Frage zu beantworten. Kann man dem 
Zufalle, wie wir ihn definiert haben, einen objektiven Cha- 
rakter beilegen? 

Diese Frage wollen wir uns stellen. Ich habe von klei- 
nen und von sehr verwickelten Ursachen gesprochen. Was 
aber sehr klein fur den einen ist, kann sehr groB fur den 
andern sein, und was dem einen sehr verwickelt vorkommt, 
kann dem andern sehr einfach erscheinen. Durch diese Er- 
wagung werden Fragen angeregt, auf die ich schon teilweise 
geantwortet habe, denn ich erorterte weiter oben (vgl. S. 69) 
ziemlich genau, in welchem Falle die Differentialgleichun- 
gen eines Problems zu einfach werden und deswegen die 
Gesetze des Zufalls nicht mehr anwendbar sind. Jetzt wollen 
wir diese Falle etwas genauer untersuchen, denn man kann 
sie noch von anderen Gesichtspunkten aus betrachten. 

Was bedeutet das Wort „sehr klein “? Zum Veratand- 
nisse desselben konnen wir uns wieder auf das weiter oben 
Gesagte beziehen. Eine Differenz, ein Intervall ist sehr 
klein, wenn die Wahrscheinlichkeit innerhalb der Grenzen 
dieses Intervalls wesentlich konstant bleibt. Und weshalb 
kann diese Wahrscheinlichkeit innerhalb eines kleinen Inter- 
valles als konstant betrachtet werden? Weil wir voraussetzen, 
dafi das Wahrscheinlichkeitsgesetz durch eine stetige Kurve 
dargestellt wird, und zwar durch eine Kurve, die nicht nur 
in analytischem Sinne des Wortes, sondern auch prak- 
tisch.stetig verlauft, wie ich oben auseinandersetzte. Das 
soli heifien: die Kurve soil nicht nur keinen eigentlichen 
Sprung aufweisen, sondern sie soil auch keine allzu spitzen 
und allzu hervortretenden Ecken und Windungen haben. 

Was gibt uns das Recht zu dieser Annahme? Auch das 
haben wir schon erortert: Seit Anbeginn der Welt waren 
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verwickelte Ursachen wirksam, die noch hente in gleichem 
Sinne bestehen und welche die Welt andauernd einer all*- 
gemeinen Gleichformigkeit zufuhren , ohne daB jemals ein 
fruherer Zustand wieder erreicht werden konnte. Diese Ur- 
sachen haben allmahlich die Spitzen abgeschliffen und die 
Windungen ausgefullt, und infolgedessen verlaufen unsere 
Wahrscheinlichkeitskurven nur noch leicht wellenformig. In 
Milliarden und aber Milliarden von Jahrhunderten wird man 
dieser Gleichformigkeit um einen Schritt naher gekommen 
sein, und die wellenformigen Biegungen der Kurve werden 
noch zehnmal schwacher verlaufen; d. h. der mittlere Krum- 
mungsradius unserer Kurve wird zehnmal groBer geworden 
sein. Eine gewisse Lange, die uns heute nicht sehr klein 
erscheint, weil ein Kurvenbogen von dieser Lange nicht als 
gradlinig betrachtet werden kann, wird im Gegenteil in 
einer femen Epoche als sehr klein gelten, weil die Krum- 
mung zehnmal kleiner geworden ist und weil ein Bogen 
von dieser Lange sich dann wesentlich einer geraden Lime 
nahert. 

Das Wort „sehr klein“ hat demnach nur eine relative Be- 
deutung; aber es ist nicht relativ in bezug auf diesen Oder 
jenen Menschen, sondem es ist relativ in bezug auf den 
gegenwartigen Zustand der Welt. Es wird seine Bedeutung 
andern, wenn die Welt gleichformiger geworden ist, d. h. 
wenn alles noch mehr durcheinander gemischt ist. Dann 
aber werden Menschen nicht mehr existieren konnen und 
sie mussen anderen Wesen Platz machen, viel kleineren 
Oder viel groBeren vielleicht. Und in diesem Falle bliebe 
unser Kriterium fur alle Menschen gultig, behielte also eine 
objektive Bedeutung. 

Was bedeutet andererseits das Wort „sehr verwickelt“? 
Auf eine schon fruher gegebene Antwort habe ich mich am 
Anfang dieses Paragraphen bezogen, es gibt jedoch noch 
andere Antworten. Die verwickelten Ursachen, sagten wir, 
bringen eine immer innigere Mischung hervor , nach wie 
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langer Zeit aber wird uns diese Mischung als hinreichend 
erscheinen? Warm werden sich genugend viele Umstande 
vereinigt haben? Warm sind die Karten hinreichend ge- 
miacht? Wenn wir zwei Pulver mischen, ein blaues und 
ein weiBes , dann tritt ein Moment ein, wo uns die Farbe 
der Mischung gleichformig vorkommt, aber nur infolge der 
Unvollkommenheit unserer Sinne; sie ist gleichformig fur 
den Weitsichtigen, der die Mischung von feme betrachten 
muB, wahrend sie dem Kurzsichtigen noch ungleichfdrmig 
erscheint. Wenn sie fur alle Augen gleichformig geworden 
ist, so kann man diese Grenze durch Anwendung von In- 
strumenten noch weiter hinausschieben. Es ist nicht zu er- 
warten , daB irgendein Mensch jemals die unendliche 
Mannigfaltigkeit unterscheidet, die sich nach der kinetischen 
Gastheorie unter der einformigen Erscheinung eines Gases 
verbirgt. Und doch scheint das Mikroskop im Begriffe zu 
sein, uns etwas Analoges zu offenbaren, wenigstens wenn 
man die Ideen von Gouy fiber die Brownschen Bewegun- 
gen annimmt. 24 ) 

Dieses neue Kriterium ist demnach ebenso wie das erste 
relativ, und es hat nur deshalb einen objektiven Charakter, 
weil alle Menschen ungefahr gleiche Sinne haben, weil die 
Macht ihrer Instrumente beschrankt ist und weil sie sich 
solcher Instrumente nur ausnahmsweise bedienen. 

IX. 

Dasselbe gilt fur die historisch-philosophischen Wissen- 
schaften, besonders fur die eigentliche Geschichte. Aus den 
Ereignissen der von ihm studierten Epoche muB der Historiker 
eine Auswahl treffen; er berucksichtigt nur diejenigen, die ihm 
am wichtigsten zu sein scheinen. Er begnugt sich also z. B. 
die bedeutendsten Ereignisse des sechzehnten Jahrhunderts 
zu berichten, ebenso die bemerkenswertesten Tatsachen des 
siebzehnten Jahrhunderts. Wenn die ersteren genugen, um 
die letzteren zu erklaren, so sagt man „ diese letzteren ent- 
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sprechen den Gesetzen der Geschichte“. Wenn indessen 
ein bedeutendes Ereignis des siebzehnten Jahrhunderts 
durch eine unbedeutende Tatsache des sechzehnten Jahr- 
hnnderts bedingt wird, die kein Geschichtswerk berichtet 
und die man ganzlich vergessen hatte, dann sagt man „dieses 
Ereignis ist dem Zufall zuzuschreiben"; das Wort Zufall hat 
also hier dieselbe Bedeutung wie in den physikalischen 
Wissenschaften; es sagt aus, daB kleine Ursachen groBe 
Wirkungen hervorgebracht haben. 

Der grdBte Zufall ist die Geburt eines groBen Mannes. 
Nur durch Zufall sind sich zwei Geschlechtszellen verschie- 
denen Geschlechts begegnet, deren jede gerade diejenigen 
geheimnisvollen Elemente euthielt, deren gegenseitige Ein- 
wirkung das Genie hervorbringen muBte. Niemand zweifelt 
daran, daB solche Elemente sehr selten sind und daB ihre 
Vereinigung noch seltener ist. Wie leicht hatte das Sper- 
matozoid, das die Elemente in sich trug, von seiner Bahn 
nur wenig abgelenkt werden konnen! Eine Ablenkung von 
einem Zehntel Millimeter hatte genfigt, und Napoleon ware 
nicht geboren und die Schicksale eines Kontinents waxen 
andere gewesen. Kein Beispiel kann besser den eigent- 
lichen Charakter des Zufalls erkennen lassen. 

Noch ein Wort uber die paradoxen Resultate, zu denen 
man durch Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
die historisch-philosophischen Wissenschaften geffihrt wird. 
Man hat bewiesen, daB in keine Kammer jemals ein Abge- 
ordneter der Opposition gewahlt wfirde, oder wenigstens 
hat man ein solches Ereignis als so unwahrscheinlich nach- 
gewiesen, daB man ruhig auf das Gegenteil wetten konnte, 
und zwar eine Million gegen einen Sou. Condorcet hat 
sich bemfiht zu berechnen, wieviele Geschworene notig waren, 
damit ein Rechtsirrtum praktisch unmoglich wird. Wenn 
man die Resultate dieser Rechnung angewandt hatte, so 
wfirde man sich denselben Enttauschungen ausgesetzt haben, 
als wenn man im Vertrauen auf die Rechnung gewettet 
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hatte, dafi die Opposition niemals einen Vertreter in einer 
Kammer haben wurde.^ 5 ) 

Die Gesetze des Zufalls sind auf solcbe Fragen nicht an- 
wendbar. Wenn das Gericht sich bei seinen Entscheidun- 
gen nicht immer durch richtige Grunde leiten laBt, so macht 
es weniger ais man denkt von der Bridoyeschen Methode 
Gebrauch; das ist vielleicht zu bedauem, denn das Con- 
dorcetsche System wurde uns die Rechtsirrtumer er- 
sparen. 

Worin liegt der Grund fur diese negativen Resultate? 
Wir sind versucht Tatsachen dieser Art dem Zufall zuzu- 
schreiben, weil ihre Grunde verdeckt sind; aber es handelt 
sich dabei nicht um wirklichen Zufall. Die Ursachen sind 
uns unbekannt, das ist richtig, und sie sind auch verwickelt; 
aber sie sind nicht hinreichend verwickelt, denn es gibt 
etwas, das sie stets unverandert lassen ; wir haben oben ge- 
sehen, daB dadurch die „zu einfachen“ Ursachen charak- 
terisiert sind. Wenn sich Menschen versammeln, so hangen 
ihre EntschlieBungen nicht mehr vom Zufall ab, denn sie 
sind nicht voneinander unabhangig und sie wirken aufein- 
ander ein. Es treten vielfache Ursachen in Wirksamkeit, 
durch welche die Menschen verwirrt und nach rechts oder 
links gezogen werden; aber es gibt etwas, das dabei nicht 
zerstort wird: das ist die Gewohnheit der groBen Massen, 
einem Leithammel zu folgen. Das bleibt stets unverandert. 

X. 

Auch die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf die exakten Wissenschaften fuhrt oft zu Schwierigkeiten. 
Weshalb sind die Dezimalen einer Logarithmentafel, wes- 
halb die Dezimalen der Zahl % gemaB den Gesetzen des 
Zufalls verteilt? Fur die Logarithmen habe ich diese Frage 
schon bei anderer Gelegenheit behandelt, und da ist die 
Antwort leicht; offenbar gibt eine kleine Differenz im Ar- 
gument 4ine kleine Differenz im Logarithmus, aber eine 
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groBe Differenz in der sechsten Dezimale des Logarithmns. 
Wir finden somit immer wieder dasselbe Kriterium. 26 ) 

Fur die Zahl % bereitet die Frage jedoch mehr Schwierig- 
keiten, und ich weiB augenklicklich nichts Bestimmtes dar- 
uber zu sagen. 

Man kdnnte noch viele an der e Fragen aufwerfen, aber 
ich will sie hier nicht stellen, bevor ich die Frage gelost 
habe, deren Behandlung ich mir hauptsachlich vorgenommen 
hatte. Wenn wir ein einfaches Resultat erhalten, z. B. durch 
Rechnung eine runde Zahl finden, so sagen wir, ein solches 
Resultat konne nicht zufallig sein, und wir suchen nach 
einer nicht zufalligen Ursache, um das Resultat zu erklaren. 
Die Wahrscheinlichkeit dafur, daB unter ioooo Zahlen der 
Zufall gerade eine runde Zahl, z. B. die Zahl ioooo ergibt, 
ist in der Tat sehr klein; sie ist nur i gegen ioooo. Ge- 
nau ebenso groB ist indessen die Wahrscheinlichkeit dafur, 
daB der Zufail irgendeine and ere Zahl ergibt; und dennoch 
wurde uns ein solches Resultat nicht wundera, und wir 
wurden nicht anstehen, es dem Zufalle zuzuschreiben; ein- 
fach deshalb, weil dieses Resultat weniger auffallt. 

Geben wir uns dabei einer Tauschung hin, oder hat 
diese Betrachtungsweise einen tieferen Grand? Das letztere 
mussen wir hoffen, denn sonst wurde jede Wissenschaft un- 
moglich sein. Was tun wir, um eine Hypothese zu kontrol- 
lieren? Wir konnen nicht alle Folgerangen prufen, denn 
deren Anzahl ist unendlich groB; wir begnugen uns damit, 
einige zu prufen, und wenn wir dabei Erfolg haben, gilt 
uns die Hypothese als gesichert, denn so viele Erfolge 
konnten nicht durch den bloBen Zufall bedingt sein. Diese 
SchluBweise wird im Grande immer wiederholt. 

Ich kann sie hier nicht vollstandig begrunden, das wurde 
zu viel Zeit kosten; aber ich kann wenigstens folgendes 
sagen: wir haben die Wahl zwischen zwei Hypothesen: ent- 
weder nehmen wir eine einfache Ursache oder eine Menge 
verwickelter Ursachen, die wir eben Zufail nennen. Die An- 
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nahme, dafi erstere auch ein einfaches Resultat hervorbringe, 
finden wir naturlich, und wenn wir sodann bei unseren Unter- 
suchungen auf ein solches einfaches Resultat, z. B. auf eine 
runde Zahl, gefuhrt werden, so erscheint es uns wahrschein- 
licher, dafi dies durch eine einfache Ursache bedingt sei, 
die fast unmittelbar dazu fuhren muBte , als durch den Zu- 
fall, der es nur einmal unter ioooo Fallen herbeifuhren 
kdnnte. Anders verhalt es sich, wenn wir ein nicht einfaches 
Resultat finden; der Zufall allerdings kdnnte es auch nur 
einmal unter ioooo Fallen herbeifuhren; aber die Wahr- 
scheinlichkeit dafur, dafi eine einfache Ursache dabei be- 
stimmend war, ist jetzt sehr viel geringer. 
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Zweites Buch. 

Die mathematische Schlufiweise. 

Erstes Kapitel. 

Die Relativitat des Raumes. 

I. 

Es ist unmoglich, sich den leeren Raum vorzustellen; alle 
unsere Bern uh ungen einen reinen Raum zu denken, aus dem 
die wechselnden Bilder der materiellen Objekte verbannt 
sind, konnen hochstens zu einer Vorstellung fuhren, bei der 
etwa die starkgefarbten Flachen dorch schwachgefarbte 
Linien ersetzt sind, und je weiter man in dieser Weise fort- 
schreitet, desto mehr lost sich alles auf, und schlie&lich zer- 
fallt alles in Nichts. Daraus entsteht der nicht weiter zuriick- 
fuhrbare BegrifF von der Relativitat des Raumes. 

Wer von einem absoluten Raume spricht, bedient sich 
eines Wortes, das keinen Sinn hat Diese Wahrheit ist langst 
von alien denjenigen anerkannt, die uber die Frage nach- 
gedacht haben, und doch lafit man sich zu oft verleiten, sie 
zu vergessen. 

Ich befinde mich an einem bestimmten Punkte in Paris, 
z. B. Place du Pantheon, und ich sage: morgen werde ich 
hierher zuruckkehren. Wenn man mich fragt „wollen Sie 
damit sagen, daB Sie an denselben Punkt des Raumes 
zuruckkehren wollen“, so bin ich in Versuchung, diese 
Frage zu bejahen; und doch ware das nicht richtig, denn 
von heute bis morgen wird die Erde mehr als zwei Millionen 
Kilometer durchlaufen und dabei den Panth6onplatz mit 
aich gefuhrt haben. Wenn ich mich in Rucksicht hierauf ge- 
nauer ausdrucken wollte, so wurde ich damit nicht weiter 
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kommen, denn unsere Erde hat diese zwei Millionen Kilo- 
meter in ihrer Bewegung um die Sonne zuruckgelegt, die 
Sonne aber bewegt sich ihrerseits im Verhaltnis zur Milch- 
strafie, und die Milchstrafie selbst ist sicher ebenfalls in Be- 
wegung, wenn wir auch ihre Geschwindigkeit nicht kennen. 
Wir sind also in vollkommener Unkenntnis daruber, um wie- 
viel sich der Panth6onplatz an einem Tage bewegt, und wer- 
den auch stets daruber in Unkenntnis bleiben. Ich habe 
also eigentlich nur folgendes sagen wollen: morgen werde 
ich die Kuppel und die Front des Panth6on wiedersehen, 
und wenn es kein Pantheon gabe, so hatte mein Ausspruch 
keinen Sinn und der Raum an sich zerflosse in Nichts. 

Das ist eine der gewohnlichsten Formen, in denen das 
Prinzip von der Relativitat des Raumes erseheint; es gibt 
aber noch eine andere Form, und auf diese hat Delbeuf 
besonders aufmerksam gemacht. Nehmen wir an, daB in 
einer Nacht alle Dimensionen des Universums tausendmal 
groBer werden: die Welt bleibt dann ahnlich zu sich selbst, 
wenn wir das Wort Ahnlich keit in demselben Sinne ge- 
brauchen, wie es im dritten Buche von Euklid angewendet 
wird. Was friiher einen Meter lang war, miBt jetzt einen 
Kilometer, und was einen Millimeter lang war, hat jetzt die 
Lange eines Meters. Das Bett, in dem ich liege und mein 
eigener Korper vergroBem sich in demselben Verhaltnisse. 
Wenn ich dann am andem Morgen aufwache — was werde 
ich wohl bei dieser erstaunlichen Veranderung empfinden? 
Das ist ganz einfach: ich werde nichts von dem alien be- 
merken. Selbst die genauesten Instrumente werden nicht im- 
stande sein, mir irgend etwas von dieser ungeheuren Um- 
walzung zu offenbaren, denn das MetermaB, dessen ich mich 
bediene, wird genau in demselben Verhaltnisse gewachsen 
sein, wie die Gegenstande, die ich zu messen versuche. Diese 
Umwalzung existiert tatsachlich nur fur diejenigen, welche 
bei ihren Schlussen von einem absoluten Raume ausgehen. 
Wenn ich fur einen Augenblick ihnen gefolgt bin, so ge- 

Poincare: Wissenschaft and Methode 6 
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schah dies, um den Widerspruch besser erkennen zu lassen, 
der ihrer Anschauungsweise anhaftet. Da der Ranm nur 
relativ ist, so hatte man besser sagen sollen: es hat sich 
uberhaupt nichts ereignet, und deshalb konnten wir auch 
nichts bemerken. 

Hat man uberhaupt noch das Recht, von der Entfemung 
zweier Punkte zu sprechen? Nein, denn diese Entfemung 
konnte gewaltige Anderungen erleiden, ohne daB wir etwas 
davon merken, wenn nur alle anderen Entfemungen sich in 
demselben Verhaltnisse verandem. Wenn ich sage: „morgen 
werde ich hier sein“, so soil damit, wie wir soeben gesehen 
haben, nicht gesagt sein: „morgen werde ich an demselben 
Punkte des Raumes sein, wo ich mich heute befinde", son- 
dem : „morgen werde ich mich in derselben Entfemung vom 
Pantheon befinden wie heute“. Und selbst diese Aussage ist 
nicht mehr genugend; ich mufite eigentlich sagen: „morgen 
und heute wird meine Entfemung vom Panth6on im Ver- 
haltnis zur Lange meines Korpers durch dieselbe Zahl ge- 
messen werden.“ 

Noch mehr: ich habe vorausgesetzt, daB die Dimensionen 
der Welt sich andera, aber doch immer derart, daB die Welt 
stets zu sich selbst ahnlich ist. Man kann noch viel weiter 
gehen, und die modemen Physiker haben uns in einer ihrer 
uberraschendsten Theorien ein Beispiel dafur gegeben. Nach 
Lorentz und Fitzgerald*) erleiden alle Korper, welche 
die Erde in Richtung ihrer Bewegung mit sich fuhrt, eine 
Deformation. Allerdings ist dieselbe sehr schwach, denn 
alle parallel der Bewegung der Erde gemessenen Dimen- 
sionen sollen sich nur um ein Hundertmilliontel verkleinem, 
wahrend alle senkrecht zu dieser Bewegung gemessenen 
Dimensionen unverandert bleiben. Fur die Folgerungen, die 
ich hieran knupfen werde, genugt es, daB diese Deformation 
existiert, sei sie auch noch so geringfugig. Wenn ich sage, 


*) Vgl. unten Kapitel II des dritten Buches. 
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dab sie geringfugig ist, so mub ich hinznfugen, dab ich in 
Wahrheit nichts dariiber weib; ich war eben selbst das Opfer 
der unausrottbaren Illusion, die uns an die Vorstellung eines 
absoluten Raumes glauben labt; ich dachte im Augenblicke 
an die Erde in ihrem elliptischen Laufe um die Sonne und 
nahm fur sie eine Geschwindigkeit von 30 Kilometem an. 
Ihre wirkliche Geschwindigkeit jedoch (ich meine damit jetzt 
nicht ihre absolute Geschwindigkeit, denn von der zu sprechen 
hat keinen Sinn, sondem ihre Geschwindigkeit im Verhalt- 
nisse zum Ather) kenne ich nicht, ich habe auch kein Mittel 
sie kennen zu lemen: sie ist vielleicht iofach oder ioofach 
grdber, und dann wiirde die Deformation ioomal oder 
ioooomal starker sein. 

Konnen wir uns uber die Existenz dieser Deformation 
Rechenschaft geben? Offenbar nicht; gegeben sei ein Kubus 
mit einem Meter Seitenlange ; infolge der Bewegung der Erde 
wird er deformiert, diejenige seiner Seiten, welche der Be- 
wegung parallel wird, wird kleiner, die anderen Seiten an- 
dem sich nicht. Wenn ich mich dessen mit Hilfe eines 
Metermabes vergewissem will, so werde ich zuerst die zur 
Bewegung senkrechten Seiten messen und feststellen, dab 
mein Meter sich genau mit dieser Seite deckt; tatsachlich 
hat sich ja auch keine der beiden Langen geandert, denn 
beide liegen senkrecht zur Bewegung. Sodann werde ich 
die andere Seite messen, die zur Bewegung parallel ist; zu 
dem Zwecke verandere ich die Lage meines Mabstabes, in- 
dem ich ihn so drehe. dab er sich mit dieser anderen Seite 
deckt. Da er jetzt seine Richtung geandert hat und der 
Bewegung parallel geworden ist, so hat er seinerseits auch 
eine Deformation erlitten, so dab seine Lange sich genau mit 
der Lange der Seite deckt, obgleich letztere weniger als 
einen Meter betragt; von der Deformation werde ich also 
nichts bemerken. 

Man wird fragen, welchen Nutzen dann die Hypothese 
von Lorentz und Fitzgerald hat, wenn doch kein Ex- 
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periment ihre Prufung gestattet? Meine Darstellung war in 
derTat noch unvollstandig; ich habe nur von Messungen ge- 
sprochen, die man mit einem MaBstabe ausfuhren kann; man 
kann eine Lange auch mit der Zeit messen, die das Licht 
braucht, um sie zu durchlaufen, vorausgesetzt, daB man die 
Lichtgeschwindigkeit als konstant und unabbangig von ibrer 
Ricbtung annimmt. Loren tz batte die Tatsacben aucb durcb 
die Annabme erkiaren konnen, daB die Licbtgescbwindig- 
keit in Ricbtung der Erdbewegung gr5Ber sei als in der da- 
zu senkrecbten Ricbtung. Er zog es vor anzunebmen , daB 
die Licbtgescbwindigkeit in beiden Ricbtungen die gleiche 
sei, und daB dafur die Korper in der einen Ricbtung kleiner 
werden als in der andem Ricbtung. Wenn die Wellen- 
flacben des Licbtes dieselben Deformationen erleiden wur- 
den, wie die materiellen Korper, so wurden wir die von 
Lorentz und Fitzgerald angenommene Deformation nicbt 
bemerken konnen. 

In keinem der beiden Falle kann von absoluter GroBe 
die Rede sein, sondem nur von einem Messen dieser GroBe 
mit Hilfe irgendeines Instrumentes ; letzteres kann ein Meter- 
maB sein Oder der vom Licbte durchlaufene Weg; wir mes- 
sen immer nur das Verbaltnis der betreffenden GroBe zum 
Instrument; und wenn dieses VerhaJtnis sicb andert, so baben 
wir kein Mittel zu erkennen, ob die GroBe oder das Instru- 
ment sicb geandert bat. Besonders zu beacbten ist, daB bei 
dieser Deformation die Welt nicbt zu sicb selbst abnlicb 
bleibt; die Quadrate werden Recbtecke oderParallelogramme, 
die Kreise werden EUipsen, die Kugeln werden Ellipsoide; 
dennoch haben wir kein Mittel, uns daruber zu vergewissem, 
ob eine solcbe Deformation tatsacblich stattfindet. 

Offenbar konnte man nocb weiter geben: statt der Defor- 
mation von Lorentz und Fitzgerald, derenGesetze auBer- 
ordentlicb einfacb sind, konnte man eine ganzlicb willkur- 
licbe Deformation erdenken. Die Korper wurden sicb dann 
nacb irgendwelcben Gesetzen deformieren, und wir wurden 
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dies doch nicht bemerken, wenn nur die Deformation aller 
Korper ohne Ausnahme nach den gleichen Gesetzen erfolgt. 
Mit den Worten: „alle Korper ohne Ausnahme" schlieBe ich, 
wohlverstanden, unsem eigenen Korper mit ein, und ebenso 
die Lichtstrahlen, die von den verschiedenen Objekten aus- 
gehen. 

Wenn wir die Welt in einem jener kompliziert gestalteten 
Spiegel betrachten, welche die Gegenstande verzerren, so 
bleiben dabei doch die gegenseitigen Verhaltnisse der ein- 
zelnen Teile dieser Welt unverandert; wenn sich zwei wirk- 
liche Gegenstande beruhren, so scheinen sich auch ihre 
Spiegelbilder zu beruhren. Bei dem Blick in einen solchen 
Spiegel bemerken wir die Deformation sofort, aber nur des- 
halb, weil die wirkliche Welt neben dem verzerrten Spiegel- 
bilde steht; und selbst wenn uns diese wirkliche Welt ver- 
deckt ware, so gibt es immer etwas, das man nicht verdecken 
kann, das sind wir selbst ; wir horen nicht auf, unseren Kor- 
per und unsere Glieder zu sehen oder wenigstens zu fuhlen, 
und diese sind nicht deformiert, und dienen uns andauemd 
als MeBinstrumente. Stellen wir uns dagegen vor, daB unser 
Korper in derselben Weise deformiert werde wie wir ihn 
im Spiegel sehen, so wiirden auch diese MeBinstrumente 
versagen und die Deformation konnte nicht festgestellt 
werden. 

Hier haben wir zwei Welten, von denen die eine das 
Spiegelbild der andem ist; jedem Gegenstande P der Welt 
A entspricht in der Welt B ein Gegenstand P / f der des 
ersteren Spiegelbild ist; die Koordinaten dieses Bildes P' 
sind bestimmte Funktionen der Koordinaten des Gegen- 
standes P\ diese Funktionen konnen ubrigens ganz willkur- 
lich gewahlt werden; nur setze ich voraus, daB man fiir alle 
Gegenstande dieselben Funktionen wahlt. Der Ort von P 
ist dann mit dem Orte von P' durch eine konstante Relation 
verbunden; es kommt wenig darauf an, welches diese Re- 
lation ist; es genugt, daB sie konstant ist. 


Digitized by v^ooQle 



86 


II. Buch. Die mathematische Schlufiweise 


Diese beiden Welten konnen nicht voneinander unter- 
schieden werden. Damit will ich sagen , daB die erste fur 
ihre Bewohner dasselbe ist, wie die zweite fur die ihrigen. 
Das gilt, solange die beiden Welten einander fremd bleiben. 
Nehmen wir an, wir bewohnten die Welt A; wir werden 
dann in ihr unsere Wissenschaft und insbesondere unsere 
Geometrie aufgebaut haben; wahrenddessen werden auch 
die Bewohner der Welt B ihre Wissenschaft konstruiert 
haben, und da ihre Welt ein Bild der unsrigen ist, so wird 
ihre Geometrie auch ein Bild der unsrigen sein, oder, besser 
ausgedruckt, sie wird mit der unsrigen identisch sein. Wenn 
indessen eines Tages uns ein Fenster, das in die Welt B 
geht, geoffnet wird, so werden wir deren Bewohner bedauern: 
„Die Ungliicklichen,“ werden wir ausrufen, „sie glauben sich 
eine Geometrie geschaffen zu haben, aber was sie so nennen, 
ist nur ein Zerrbild unserer Geometrie ; ihre geraden Linien 
sind alle tordiert, ihre Kreise haben Auswuchse, ihre Kugeln 
sind von sonderbar unregelmaBiger Gestalt/ 4 Wir konnen 
sicher sein, dafi sie ebenso uber uns urteilen und daB man 
niemals wird entscheiden konnen, wer recht hat. 

Man ersieht hieraus, welch eine weitgehende Bedeutung 
der Relativitat des Raumes zukommt; der Raum selbst ist 
tatsachlich gestaltlos, und nur die Dinge in ihm geben ihm 
eine Gestalt. Was soil man von der direkten Anschauung 
denken, die wir von der geraden Linie oder von der Ent- 
femung haben? Wir haben so wenig eine Anschauung von 
der Entfemung an sich, daB jede Entfemung, wie wir ge- 
sehen haben, in einerNacht tausendmal groBer werden kann, 
ohne daB wir es bemerken, wenn nur gleichzeitig alle an- 
deren Entfemungen dieselbe Anderung erleiden. Es kdnnte 
sogar die Welt B in einer Nacht an Stelle der Welt A ge- 
setzt werden, und wir hatten kein Mittel, dies festzustellen; 
dann aber wiirden unsere geraden Linien von gestem auf- 
horen gerade zu sein, und doch wiirden wir nichts davon 
wahmehmen. 
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Ein Teil des Raumes ist nicht an sich und nicht in ab- 
solutem Sinne jedem anderen Teile des Raumes gleich; 
denn wenn die Gleichheit fur uns besteht, so besteht sie 
nicht fur die Bewohner der Welt 3; und letztere konnen 
unsere Meinung mit genau demselben Rechte verwerfen, mit 
dem wir ihre Meinung verurteilen. 

Bei anderer Gelegenheit habe ich gezeigt, welche Folge- 
rungen hieraus fur die Auffassung zu ziehen sind, die wir 
uns von der nicht-euklidischen Geometrie und von anderen 
analogen Gsometrien machen mussen 27 ), ich will darauf jetzt 
nicht zuruckkommen, gegenwartig will ich die Frage unter 
einem etwas anderen Gesichtspunkte betrachten. 

n. 

Wenn eine solche direkte Anschauung von einer Ent- 
fernung, von einer Richtung, von einer geraden Linie, kurz 
vom Raume nicht existiert, woher kommt es dann, dafi wir 
sie zu besitzen glauben? Wenn dies nur auf Einbildung be- 
ruht, woher kommt es, daB diese Einbildung so fest sitzt? 
Das wollen wir jetzt naher prufen. Wie wir ausgefiihrt haben, 
besitzen wir keine direkte Anschauung einer GroBe, und wir 
konnen nie mehr erreichen als das Verhaltnis der GrdBe 
zu unseren MeBinstrumenten. Wir konnten alsc^ den Raum 
ohne Anwendung eines MeBinstrumentes nicht konstruieren ; 
dies Instrument nun, auf das wir alles beziehen und dessen 
wir uns instinktiv bedienen, ist unser eigener Korper. Nur in 
bezug auf unseren Korper beurteilen wir die Lage der 
Gegenstande auBer uns, und die einzigen raumlichen Be- 
ziehungen dieser Gegenstande, die wir uns vorstellen konnen, 
sind ihre Beziehungen zu unserem Korper. Der letztere dient 
uns sozusagen als System von Koordinatenachsen. 

Nehmen wir z. B. an: in einem Augenblick cc wird mir 
der Gegenstand A durch den Gesichtssinn vergegenwartigt; 
in einem andera Augenblick /} wird mir die Gegenwart eines 
andem Gegenstandes B durch einen andem Sinn, etwa 
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durch das Gehor oder den Tastsinn, zum BewuBtsein kom- 
men. Ich schlieBe darans, dafi dieser Gegenstand B den- 
selben Platz einmmmt wie der Gegenstand A. Was heifit 
das? Zunachst bedeutet das nicht, daB diese beiden Gegen- 
stande in zwei verschiedenen Augenblicken im absoluten 
Raume einen gleichen Punkt innehaben , der sich sogar, 
wenn er existierte, unserer Erkenntnis entziehen wurde, weil 
zwischen den Augenblicken a und fi das Sonnensystem sich 
geandert hat und wir von dieser Veranderung nichts wahr- 
nehmen. Daraus ist zu entnehmen, daB diese beiden Gegen- 
stande die gleiche relative Stellung nur in Beziehung zu 
unserem Korper behaupten. 

Was soli nun aber wiederum dieses letztere heifien? Die 
Eindrucke, welche wir von diesen Gegenstanden empfangen, 
gelangten auf ganzlich verschiedenen Wegen zu uns: der 
Sehnerv kommt fur den Gegenstand A in Betracht, der Ge- 
homerv fur den Gegenstand B. Sie haben in qualitativer 
Beziehung nichts Gemeinsames. Die Vorstellungen, welche 
wir uns von diesen beiden Gegenstanden machen konnen, 
sind absolut heterogen, eine ist auf die andere nicht zuriick- 
fuhrbar. Ich weiB nur, daB ich, um den Gegenstand A zu 
erreichen, nur den rechten Arm in einer gewissen Weise 
auszustreckenbrauche; selbst wenn ich von dieser Bewegung 
absehe, kann ich mir die Muskelempfindungen, welche die 
Bewegung begleiten wiirden, vorstellen, und diese Vorstel- 
lung ist mit dem Gegenstande A assoziiert. 

Andrerseits weifi ich auch, daB ich den Gegenstand B 
erreichen kann, indem ich den rechten Arm in derselben 
Art ausstrecke und somit eine Bewegung vollfuhre, die von 
den namlichen Muskelempfindungen begleitet wird. Wenn 
ich nun sage: die beiden Gegenstande nehmen denselben 
Plate ein, so will ich damit nur das eben Gesagte ausdrucken. 

Ich weiB, daB ich den Gegenstand A auch durch eine 
andere, vom linken Arm ausgefuhrte, Bewegung erreichen 
kann, und ich mache mir die Muskelempfindungen, welche 
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diese Bewegung begleiten wurden, klar: ich wurde mit der 
gleichen Bewegung des linken Armes, die von den gleichen 
Muskelempfindungen begleitet wird, auf gleiche Art den 
Gegenstand B erreichen konnen. 

Das ist auBerst wichtig, weil ich mich auf diese Weise 
gegen die Gefahren verteidigen kann, mit denen mich so- 
wohl der Gegenstand A wie auch der Gegenstand B be- 
drohen konnen. Fur jeden Hieb, von dem wir getroffen 
werden kdnnen, verleiht uns die Natur einen oder mehrere 
Gegenhiebe, deren wir uns bedienen konnen. Die gleiche 
Parade dient fur mehrere Hiebe; so erklart es sich, daB 
eine und dieselbe Bewegung des rechten Armes uns die 
Verteidigung im Moment a gegen den Gegenstand A und 
im Moment gegen den Gegenstand B ermoglichen wurde. 
Also kann derselbe Hieb auf verschiedene Art pariert wer- 
den, und wir erwahnten eben, daB man ebensogut den Ge- 
genstand A durch eine bestimmte Bewegung des rechten, 
wie auch durch eine bestimmte Bewegung des linken Armes 
erreichen kann. 

Alle diese Paraden haben untereinander nichts Gemein- 
sames, es sei denn, das eine, daB sie gestatten, uns gegen ein 
und denselben Hieb zu wahren; und gerade dieses und nichts 
anderes als dieses ist es, was wir darunter verstehen, wenn 
wir sagen, daB diese Bewegungen in demselben Raumpunkte 
zusammentreffen. Ebenso haben auch diese Gegenstande, 
von denen wir behaupten, daB sie denselben Punkt im 
Raume innehaben, nichts Gemeinsames, es sei denn das 
eine, daB es uns ermoglicht wird, uns mit der gleichen Pa- 
rade gegen sie zu verteidigen. 

Man kann sich auch unzahlige Telegraphendrahte vor- 
stellen, von denen die einen zentripetal, die anderen zentri- 
fugal sind. Die zentripetalen Drahte benachrichtigen uns 
von den Vorgangen, welche sich aufierhalb abspielen, die 
zentrifugalen Drahte sollen diesen Vorgangen nach aus warts 
entgegenwirken. Die Verbindungen werden folgendermaBen 
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hergestellt: wenn eiu zentripetaler Draht von einem Strom 
durchlaufen wird, so wirkt dieser Strom auf ein Relai nnd 
erregt dadurch einen Strom in einem der zentrifugalen 
Drahte, und es ist dergestait eingerichtet, dafi mehrere zen- 
tripetale Drahte auf den gleichen zentrifugalen Draht ein- 
wirken konnen , sobald das gleiche Hilfsmittel gegen ver- 
schiedene tJbel anwendbar ist, und dab ein zentripetaler 
Draht verschiedene zentrifugale Drahte entweder gleichzei- 
tig, Oder die einzelnen unabhangig von einander, stets dann 
beeinflussen kann, wenn dasselbe Ubel durch verschiedene 
Mittel heilbar ist. 

Dieses komplexe System von Assoziationen, dieses Bild 
ihrer Verteilungsart macht sozusagen unsere ganze Geo- 
metrie aus, Oder, wenn man so sagen will, umfafit alles, was 
unserer Geometrie instinktiv zugrunde liegt. Was wir unsere 
Anschauung von der geraden Linie und von der Entfernung 
nennen, ist der BegrifF, den wir von diesen Assoziationen 
und von ihrem zwingenden Charakter haben. 

Woher dieser zwingende Charakter stammt, ist leicht zu 
erklaren. Eine Assoziation erscheint uns um so unzerstor- 
barer, je alter sie ist. Diese Assoziationen sind zum grofien 
Teil keine Erwerbungen des Individuums, denn man merkt 
ihre Spur schon bei dem Kinde, das eben das Licht der 
Welt erblickt: es sind Erwerbungen, die der Rasse zu eigen 
werden. Die naturliche Zuchtwahl mufite diese Erwerbungen 
um so schneller herbeifuhren, je notwendiger sie sind. 

Aus diesem Grande mufiten die in Frage kommenden 
Erwerbungen die frahesten sein, denn ohne sie ware die 
Verteidigung des Organismus unmoglich gewesen. Seitdem 
die Zellen nicht mehr nebeneinander liegen, ohne sich zu 
beeinflussen, und seitdem sie vielmehr dazu berafen sind, 
sich gegenseitig zu unterstiitzen, konnte es sich ereignen, dafi 
sich ein Mechanismus herausbildet, der demjenigen analog 
ist, den wir soeben beschrieben haben, damit diese Unterstut- 
zung den rechten W eg einschlagt, um der Gefahr zu begegnen. 
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Wenn man einem Frosche den Kopf abschneidet und dams 
etwas Salzsaure auf die Haut tropft, so versucht das Tier 
den Tropfen mit dem nachsten FuBe wegzuwischen, nnd ist 
dieser FuB amputiert, so versucht der Frosch es mit dem 
andem FuBe. Das ist ein Beispiel fur die doppelte Mog- 
lichkeit einer Parade, von der ich vorhin sprach; sie ermog- f 

licht ein tJbel durch ein zweites Hilfsmittel zu bekampfen, ^ 
wenn das erste versagt. Diese vielfache Moglichkeit der , 

Verteidigungsmittel und die darausfolgende Koordination ; ^ a - 

ist es, was wir den Raum nennen. , , ^ 

Man sieht, bis zu welcher Tiefe des UnbewuBten man e u 

herabsteigen muB, um die ersten Spuren dieser raumlichen " C 

Assoziationen zu finden, weil hier nur die untergeordnetsten 
Teile des Nervensystems in Betracht kommen. Wie sollte 
man sich da fiber den Widerstand wundem, den wir jedem 
Versuche entgegensetzten, der aufldsen und dissoziieren will, 
was so lange verbunden und assoziiert war? Andererseits ! 
ist eben dieser Widerstand das, was wir Evidenz der geo- j 
metrischen Wahrheiten nennen; diese Evidenz ist nichts 
anderes als die Abneigung, die man empfindet, mit uralten 
Gewohnheiten zu brechen, in denen man sich bisher sehr ; 
wohl fuhlte. 

HI. 

Der so geschaffene Raum ist nur ein kleiner Raum, nicht ^ 
groBer als meine Armeslange betragt; man benotigt die Ver- r - f - , 

mittlung des Gedachtnisses, um die Grenzen dieses Raumes . 
zu erweitem. Es gibt Punkte, die auBerhalb meines Be- ^ 
reiches bleiben werden, auch wenn ich noch so viele An- 
strengungen mache, um sie mit der Hand zu erreichen; "’r , 
wenn ich z. B. wie ein Meerpoiyp, der nur seine Tastarme " 
ausstrecken kann, an den Boden gefesselt ware, so wiirden 
mir diese Punkte alle als auBerhalb des Raumes befindlich 
erscheinen, weil die Sinnesempfindungen , die in uns unter 
der Einwirkung der dort vorhandenen Korper entstehen 
konnten, nicht mit der Idee irgendeiner Bewegung assoziiert 
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waren, welche uns sie zu erreichen gestattete, and weil ihnen 
also keine geeignete Parade entspricht. Diese Empfindungen 
warden fur uns scheinbar keinen raumlichen Charakter haben, 
und wir kamen nicht in die Versuchung, sie irgendwo zu 
lokalisieren. 

Wir sind nun aber nicht an den Boden gefesselt wie die 
niederen Tierarten; wir konnen, wenn der Feind noch ent- 
femt ist, zuerst auf ihn zuschreiten, und dann die Hand aus- 
strecken, wenn wir ihm nahe genug sind. Das ist ebenfalls 
eine Parade, aber eine Parade auf weitere Entfemung hin. 
Andererseits ist es eine zusammengesetzte Parade, und zu 
der Vorstellung, die wir uns von der Parade machen, kommen 
hinzu: die Vorstellung der Muskelempfindungen, welche 
durch Beinbewegungen verursacht werden, dann die Vor- 
stellung der Muskelempfindungen, welche durch die schliefi- 
liche Bewegung des Armes hervorgebracht werden, die Vor- 
stellung der Empfindungen der halbzirkelformigen Kanale 
im Labyrinth des Ohres usw.* 8 ) 

Wir durfen uns andererseits nicht eine Gesamtheit gleich- 
zeitiger Empfindungen vorstellen, sondem eine Gesamtheit 
von sukzessiven Empfindungen, welche in bestimmter Ord- 
nung aufeinander folgen, und darum behauptete ich vorhin, 
dafi die Vermittlung durch das Gedachtnis notwendig sei. 

Beachten wir feraer, dafi ich denselben Punkt auf ver- 
schiedene Weise erreichen kann; ich kann mich z. B. dem 
zu erreichenden Ziele nahem, damit ich die Hand weniger 
weit auszustrecken brauche: was folgere ich daraus? Das 
ist nicht eine, das sind tausend Paraden, die ich ein und 
derselben Gefahr entgegensetze. Alle diese Paraden sind 
aus Empfindungen entstanden, welche nichts Gemeinsames 
untereinander zu haben brauchen, und dennoch benutzen 
wir sie zur Definition eines und desselben Raumpunktes, 
weil sie sich derselben Gefahr widersetzen und eine wie die 
andere mit dem Begriff dieser Gefahr verknupft sind. Die 
Einheit dieser verschiedenen Paraden ist durch die Mog- 
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lichkeit gegeben , dafi man durch sie einen and denselben 
Hieb parieren kann, wie auch die Einheit der verschieden- 
sten Hiebe, die uns von einem and demselben Raumpankte 
aus bedrohen konnen, in der Mdglichkeit liegt, dab sie in 
derselben Weise pariert werden konnen. Diese doppelte 
Einheit macht die Individualitat eines jeden Punktes im 
Raume aus, und das ist alles, was wir von dem Begriffe 
„Punkt“ aussagen konnen. 

Der Raum, den ich im vorhergehenden Paragraphen ins 
Auge fafite und den ich den eingeschrankten Raum 
nennen mochte, ware auf Koordinatenachsen zuruckzufuhren, 
die mit meinem Korper verbunden sind; diese Achsen sind 
festgelegt, wenn mein Korper sich nicht ruhrt und nur meine 
Glieder sich bewegen. Welches sind nun die Achsen, auf 
welche sich naturgemaB der erweiterte Raum zuruckfuhrt? 
D. h. der neue Raum, den ich jetzt definieren will. Wir de- 
finieren einen Punkt durch die Reihenfolge von Bewegungen, 
die man machen mufi, um ihn von einer bestimmten An- 
fangslage unseres Kdrpers aua zu erreichen. Die Achsen 
sind also an diese Anfangslage des Korpers gebunden. 

Aber die von mir „Anfangslage u genannte Stellung kann 
willkurlich unter all den Lagen gewahlt sein, die mein Kor- 
per nacheinander eingenommen hat; wenn die mehr oder 
minder unbewuBte Erinnerung an diese aufeinander folgen- 
den Lagen fur die Entstehung des Raumbegriflfes notwendig 
ist, so kann auch diese Erinnerung mehr oder weniger weit 
in die Vergangenheit zuruckreichen. Daraus entsteht eben 
bei der Definition des Raumes eine gewisse Unbestimmtheit, 
und gerade diese Unbestimmtheit bildet die Relativitat des 
Raumes. 

Es gibt keinen absoluten Raum, es gibt nur den in Be- 
ziehung zu einer gewissen Anfangslage des Korpers relativen 
Raum. Fur ein bewuBtes Wesen, das wie die niederen Tier- 
arten an den Boden gefesselt ist, und folglich nur den ein- 
geschrankten Raum kennen wurde, erschiene der Raum 
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noch relativ (weil er auf den Korper des Wesens bezogen 
ist) , aber dieses Wesen wurde sich dieser Relativitat nicht 
bewufit sein, weil die Achsen, auf die es diesen eingeschrank- 
ten Raum beziehen wurde, ihre Lage nicht andern! Der 
Felsen, an welchen dieses Wesen gekettet ist* ware selbst- 
verstandlich nicht unbeweglich, da er die Bewegung unseres 
Planeten mitmacht; fur uns wurden also diese Achsen jeden 
Augenblick ihre Lage wechseln; fur jenes Wesen aber kame 
. dies nicht in Betracht Wir besitzen die Fahigkeit, unseren 
erweiterten Raum bald auf die Position A unseres Kor- 
^pers, als Anfangslage gedachit, bald auf die Position 3, 
welche er einige Minuten spater einnimmt, und die wir be- 
liebig wieder als Anfangslage betrachten konnen, zuruckzu- 
fiihren; unbewuBt nehmen wir also in jedem Augenblicke 
eine Veranderung der Koordinatenachsen vor. Dem soeben 
erwahnten Wesen aber fehlt diese Fahigkeit, und es halt 
den Raum fur absolut, weil es nicht auf die Reise gehen 
kann. In jedem Momente ist ihm sein Achsensystem auf- 
gezwungen; dieses System mag in Wirklichkeit sich noch so- 
viet andern, fur jenes Wesen bleibt es doch immer dasselbe, 
weil ihm kein anderes bekannt ist. Anders verhalt es sich 
mit uns, da wir in jedem Momente mehrere Systeme zur 
Verfugung haben, unter denen wir beliebig wahlen konnen, 
indem wir unser Gedachtnis mehr oder weniger weit in die 
Vergangenheit zuriickgreifen lassen. 

Oberdies wurde der eingeschrankte Raum nicht homogen 
sein ; die verschiedenen Punkte dieses Raumes konnten nicht 
als gleichwertig angesehen werden, denn die einen konnten 
nur um den Preis auBerordentlicher Anstrengungen erreicht 
werden, wahrend die anderen leicht erreichbar waxen. Unser 
erweiterter Raum dagegen erscheint uns homogen, und wir 
sagen, daB alle seine Punkte gleichwertig sind. Was bedeutet 
diese Aussage? 

Wenn wir von einer gewissen Lage A ausgehen, so konnen 
wir von hier aus gewisse Bewegungen J/ausfuhren, die durch 
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ein gewisses System von Muskelempfindungen charakterisiert 
sind. Gehen wir aber von einer andem Lage B aus, so konnen 
wir andere Bewegungen M' ausfuhren, die durch dieselben 
Muskelempfindungen charakterisiert werden. Sei nun a die 
Lage eines gewissen Punktes meines Kdrpers, z. B. an der 
Spitze des Zeigefingers meiner rechten Hand, in der An- 
fangslage A, sei b die Lage dieses gleichen Zeigefingers, nach- 
dem man von der Anfangslage A ausgehend die Bewegungen 
M ausgefuhrt hat. Sei femer a die Lage dieses Zeigefingers 
in der Stellung B / und V seine Lage, nachdem man von der ' 
Stellung B ausgehend die Bewegungen M' ausgefuhrt hat. 

Wir sind gewohnt zu sagen, dafi die Punkte a und b in 
derselben Beziehung zueinander stehen wie die Punkte a und 
b\ und damit meinen wir nichts anderes, als dafi die beiden 
Systeme von Bewegungen M und M' von denselben Muskel- 
empfindungen begleitet werden. Ich habe das Bewufitsein, 
dafi mein Korper beim tJbergange von der Stellung A zur 
Stellung B die Fahigkeit zu den gleichen Bewegungen be- 
halten hat, und deshalb weifi ich, dafi es im Raume einen 
Punkt gibt, der zum Punkte a in derselben Beziehung steht 
wie irgendein Pnnkt b zum Punkte a , und in diesem Sinne 
nenne ich die beiden Punkte a und a einander gleichwertig. 
Das ist es, was man unter Homogenitat des Raumes versteht. 
Eben deshalb ist der Raum auch relativ, denn seine Eigen- 
schaften bleiben dieselben, ob man sie auf die Achsen der 
Stellung A Oder der Stellung B bezieht. Relativitat und Ho- 
mogenitat des Raumes ist folglich dasselbe. 

Wenn wir jetzt zu dem grofien Raume fortschreiten , der 
nicht nur fur uns bestimmt ist, in dem wir vielmehr das Uni- 
versum unterbringen, so gelangen wir dahin durch einen Akt 
unserer Einbildungskraft. Wir stellen uns vor, was ein Riese 
empfinden wurde, der mit wenigen Schritten die Planeten 
erreichen konnte ; oder, noch besser, was wir selbst empfinden 
wurden gegeniiber einer Miniaturwelt, in der diese Planeten 
durch kleine Kugeln ersetzt waren, wahrend auf einer dieser 
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kleinen Kugeln wir selbst als ein Volk von Liliputanem unser 
Wesen treiben wurden. Dieser Akt der Einbildungskraft wurde 
uns unmdglich sein, wenn wir uns nicht vorher nnseren ein- 
geschrankten Raum und sodann unseren erweiterten Raum 
fur den persdnlichen Gebrauch konstruiert hatten. 

IV. 

Warum haben nun alle diese Raume drei Dimensionen? 
Erinnem wir uns des Bildes, das wir uns weiter oben (S. 89 f.) 
von der Verteilungsart unserer Assoziationen gemacht haben. 
Auf der einen Seite haben wir die Tabelle der verschiedenen 
Gefahren; wir wollen sie mit A v A v usw. bezeichnen; auf 
der andera Seite die Tabelle der verschiedenen Gegenmittel, 
die ich mit B v B 9 usw. bezeichne. Wir haben femer ver- 
schiedene Beziehungen zwischen den Nummem der ersten 
und zweiten Tabelle, und zwar derart, daB wenn z. B. das 
Wamungssignal die Gefahr A s meldet, es das Relai, welches 
der Parade B 4 entspricht, in Bewegung setzt oder setzen kann. 

Schon als ich weiter oben von zentripetalen oder zentri- 
fugalen Drahten sprach, befurchtete ich wie auch jetzt, daB 
man in alien diesen Ausfuhrungen nicht einen einfachen Ver- 
gleich, sondem eine Beschreibung des Nervensystems ver- 
muten konnte. Das ist keineswegs meine Absicht, und zwar 
aus folgenden Grunden: vor allem wurde ich mir keine 
Meinung fiber die Struktur des Nervensystems, die ich nicht 
genugend kenne, anmaBen, zumal diejenigen, welche sich 
die Kenntnis dieses Nervensystems zum Studium machen, nur 
mit groBer Vorsicht an solche Probleme herangehen; auch 
fuhle ich, trotz meiner Inkompetenz, daB dieses von mir auf- 
gestellte Schema zu einfach sein wurde; schlieBlich enthalt 
meine Paradentabelle sehr komplizierte Arten, welche selbst 
im Falle des erweiterten Raumes, wie wir weiter oben er- 
wahnt haben, aus verschiedenen, von Armbewegungen be- 
gleiteten Schritten bestehen konnen. Es handelt sich also nicht 
um eine physikalische Verbindung zwischen zwei wirklichen 
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Apparaten, sondem um eine psychologische Assoziation 
zwischen zwei Reihenfolgen von Empfindungen. 

Wenn z. B. die beiden Gefahren A ± und A 2 mit der Pa- 
rade B ± assoziiert sind, und wenn A i der Parade B 2 gleich- 
zeitig assoziiert ist, so werden in den meisten Fallen A 2 
und B 2 auch assoziiert sein. Wenn dieses Fundamental- 
gesetz nicht allgemein richtig ware, so entstande eine un- 
geheure Verwirrung, und es gabe nichts, was einer Raum- 
vorstellung oder einem geometrischen Systeme ahnlich ware. 
Wie haben wir nun in der Tat einen Punkt im Raume de- 
finiert? Wir haben das auf zweierlei Art gemacht: auf der 
einen Seite ist die Gesamtheit der Wamungssignale A mit 
einer und derselben Parade B in Verbindung; auf der 
andern Seite: die Gesamtheit der Paraden B ist in Ver- 
bindung mit einem und demselben Warnungssignal A . Wenn 
unser Fundamentalgesetz nicht richtig ware, so konnte man 
sagen, daB A x und A 2 einem und demselben Punkte ent- 
sprechen, weil alle beide in Verbindung mit B x sind; aber 
man konnte ebenfalls behaupten, daB sie nicht einem und dem- 
selben Punkte entsprechen, denn A x ware zwar in Verbindung 
miti? a , aber es bestande keine Verbindung zwischen B 2 und 
A r Das ware ein Widerspruch. 

Wenn das Gesetz nun streng und immer richtig ware, so 
wiirde der Raum ganzlich verschieden sein von dem, was er 
wirklich ist. Wir hatten dann ganz unzusammenhangende 
Kategorien, auf welche sich einerseits die Wamungssignale^, 
andrerseits die Paraden B verteilen ; die Kategorien wiirden 
auBerordentlich zahlreich sein, aber ganzlich voneinander 
getrennt. Der Raum wurde dann von sehr zahlreichen, aber 
diskreten Punkten gebildet, er ware diskontinuierlich. 
Dann hatte es keinen Zweck, diese Punkte lieber in die eine 
als in die andere Ordnung einzureihen, und man hatte auch 
keinen Grand, dem Raume drei Dimensionen zuzuschreiben. 

Aber es verhalt sich anders; man gestatte mir, fur kurze 
Zeit die Sprache von Leuten anzuwenden, welche in der Geo- 
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metrie schon etwas bewandert sind; das ist notwendig, weil 
die Geometrie die Sprache der Leute ist, von denen ich ver- 
standen sein will. Wenn ich einen Hieb parieren will, so 
versuche ich an den Punkt zu gelangen, von dem dieser Hieb 
ausgeht; es genugt, diesem Punkte so nahe wie moglich zu 
kommen. Dann moge die Parade B t den Zeichen A t und 
auch A % entsprechen, wenn der Punkt, welcher zu B x gehort, 
gleichzeitig hinreichend nahe den Punkten ist, die zu A t und 
A 2 gehoren. Nun konnte es sein, daB der Punkt, welcher 
einer anderen Parade B 2 entspricht, dem Punkte benachbart 
ist, welcher A t entspricht, und nicht dem Punkte, welcher A % 
entspricht. Somit konnte die Parade B 2 auf A x antworten, 
ohne auf A 2 antworten zu konnen. 

Fur denjenigen, welcher in der Geometrie noch nicht 
Bescheid weifi, wurde das in einfacher Weise durch eine 
Abweichung von dem oben ausgesprochenen Gesetze zu er- 
klaren sein. Dann wurden sich die Dinge folgendermaBen 
entwickeln: Zwei Paraden B t und B 2 seien der gleichen 
Warnung A ± assoziiert, sowie einer groBen Anzahl von 
Wamungen, die wir in dieselbe Kategorie wie A t einreihen 
wurden, und die uns mit ein und demselben Punkte im 
Raume verbinden wurden. Wir konnen aber auf Wamungen 
A 2 stoBen, welche mit B 2 assoziiert sind und nicht mit B v 
statt dessen aber vielleicht mit B s assoziiert waren; dieses 
2? s ware jedoch mit A x nicht assoziiert, und immer so weiter, 
so daB wir also schreiben konnen: 

-#i> A v B 2 , A 2 , B v A s , B v A v 

wobei jedes Glied mit dem folgenden und dem vorherge- 
gangenen assoziiert ist, aber nicht assoziiert ist mit Gliedera, 
die in der Reihe weiter entfemt stehen. 

Es ist unnotig hinzuzufugen, daB jedes der Glieder dieser - 
Reihenfolgen nicht isoliert ist, sondem ein Teil einer sehr 
umfangreichen Kategorie anderer Wamungszeichen Oder 
anderer Paraden ausmacht, welche dieselben Verbindungen 
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haben, wie dieses Glied sie hat, und die man als zu einem 
und demselben Raumpunkte zugehdrig betrachten kann. 
So bleibt das Fundamentalgesetz, auch wenn es Ausnahmen 
in sich birgt, beinahe immer rich tig. Nur daB infolge dieser 
Ausnahmen die Kategorien, anstatt vollig voneinander ge- 
trennt' zu sein, teilweise ineinander ubergreifen und sich 
bis zu einem gewissen Grade gegenseitig durchdringen, und 
zwar derart, daB der Raum kontinuierlich wird. 

tJbrigens ist die Ordnung, in die sich diese Kategorien 
einfugen lassen, keineswegs willkurlich, und wenn man z. B. 
vorstehendeReihe betrachtet, so erkennt man, daB B a zwischen 
A ± und A a stehen muB und folglich auch zwischen B x und 
B 8 , und daB man B a z. B. nicht zwischen B z und B 4 stellen 
darf. 

Es gibt also eine bestimmte Ordnung, in der sich unsere 
Kategorien, die den Punkten des Raumes entsprechen, ein- 
ordnen lassen ; und die Erfahrung lehrt uns, daB die dadurch 
gegebene Ordnung sich in Form einer Tabelle mit dreifachem 
Eingang darstellen laBt, und deshalb hat der Raum drei 
Dimensionen. 

V. 

Somit ist also die charakteristische Eigenschaft des Raumes, ? 
dreidimensional zu sein, nur eine Eigenschaft des Bildes, das 
wir uns im obigenSinne (S. 89 f.) von der Verteilung und An- 
ordnung machen, sozusagen eine interne Eigenschaft mensch- 
licher Intelligenz. Es wurde genugen, einige der Konnexe, 
d. h. der Ideenassoziationen zu zerstdren, um ein anders- 
geartetesBild derVerteilung vor sich zu haben, und das konnte 
vielleicht ausreichen, um dem Raume eine vierte Dimension 
zu verschafifen. 

Manche werden sich uber ein solches Resultat wundern. 
Die AuBenwelt, so denken sie, muB doch irgendeinen Zweck 
haben. Wenn die Art, wie wir beschaflfen sind, die Anzahl 
der Dimensionen ausmacht, so konnten sich unter uns denkende 
Wesen befinden, die zwar innerhalb unserer Welt leben, die 
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aber anders geartet waren als wir, und die denken konnten, 
der Raum hatte mehr oder weniger als drei Dimensionen. Hat 
nicht de Cyon von den japanischen Feldmausen behauptet, 
sie hatten nur zwei Paare von halbkreisfdrmigen Nervenka- 
nalen im Ohre und muBten somit den Raum fur zweidimen- 
sional halten? Wurde nun solch ein denkendes Wesen, wenn 
es fahig ware, sich eine Physik aufzubauen, eine zwei- oder 
vierdimensionale Physik bilden, welche in gewissem Sinne 
mit der unsrigen doch identisch sein muB, weil sie eine 
Beschreibung der gleichen Welt, aber in einer andera Sprache 
darstellt? 

Es scheint in der Tat mdglich, unsere Physik in die Sprache 
einer vierdimensionalen Geometrie zu iibertragen , aber eine 
solche CTbertragung versuchen, das hieBe sich zu viel Ar- 
beit um zu geringen Gewinn machen ; ich beschranke mich 
darauf, die Mechanik von Hertz 29 ) anzufuhren, der schon 
Analoges untemahm. Jedoch scheint mir eine solche Ober- 
setzung immer weniger einfach als der ursprungliche Text 
zu sein, und man wurde immer merken, daB eben eine tTber- 
setzung vorliegt und daB die dreidimensionale Ausdrucks- 
weise unserer Welt sich am besten anpaBt, obgleich die Be- 
schreibung unserer Welt streng genommen auch in anderer 
Ausdrucksform durchfuhrbar ist. 

Andererseits ist unser Bild der Verteilung wohl nicht rein 
aus Zufall entstanden. Es gibt eine Verbindung zwischen 
der Wamung A t und der Parade B lt das ist eine interne 
Eigenschaft unserer Intelligenz; aber warum besteht diese 
Verbindung? Weil die Parade B ± tatsachlich gestattet, sich 
gegen die Gefahr zu verteidigen; das ist eine Tatsache, 
die auBerhalb unserer selbst liegt, das ist eine Eigenschaft 
der AuBenwelt. Unser Bild der Verteilung ist also nichts 
anderes als die Ubersetzung einer Gesamtheit von Tat- 
^ sachen, die auBerhalb von uns selbst stehen; es gibt drei 
Dimensionen, weil das zu einer Welt paBt, die gewisse Eigen- 
\chaften hat; das Hauptsachliche an diesen Eigenschaften 
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ist, dafi in dieser Welt natiirliche feste Korper existieren, 
deren Bewegungen wesentlich gemafi den Gesetzen vor sich 
gehen, die wir die Gesetze von der Bewegung der unver- 
ander lichen Korper nennen. Wenn also die Sprache der 
drei Dimensionen diejenige ist, welche uns gestattet auf die 
leichteste Art unsere Welt zu beschreiben, so durfen wir uns 
daruber nicht weiter wundem; diese Sprache ist unserem 
Bilde der Verteilung genau angepafit; kurz, wir konnen in 
dieser Welt nur leben, wenn dieses Bild in uns feststeht. 

Ich sagte vorhin, dafi wir begreifen konnten , dafi in un- 
serer Welt denkende Wesen leben, deren Bild der Verteilung 
vierdimensional ware, und die folglich in einem Ober-Raume 
denken wurden. Es ist aber nicht ganz sicher, ob solche 
Wesen, die etwa in diesem Uber-Raume entstehen, dort be- 
stehen konnten und sich gegen die tausend Gefahren, denen 
sie ausgesetzt waxen, verteidigen konnten. 

VI. 

Zum Schlusse mochte ich noch einige Bemerkungen hin- 
zufugen. Es besteht ein auffallender Kontrast zwischen der 
Unbeholfenheit der primitiven Geometrie, welche auf das, 
was ich „das Bild der Verteilung" nenne, zuruckzufuhren ist, 
und der unendlichen Genauigkeit der mathematischen Geo- 
metrie. Und doch ist die letztere aus der ersteren hervor- 
gegangen; aber nicht aus der primitiven Geometrie allein; 
sie mufite durch die Fahigkeit befruchtet werden, vermoge 
welcher wir mathematische Begriffe bilden, wie z. B. den 
Begriff der „Gruppe“, man mufite unter den reinen Begriffen 
denjenigfen auswahlen, welcher am besten zu dem unbe- 
holfenen Raume der primitiven Geometrie pafite, dessen 
Entstehungsgeschichte ich in den vorhergegangenen Seiten 
zu erklaren suchte und den wir mit den hoherstehenden 
Tieren gemein haben. 

Wir sagten, dafi die Evidenz gewisser geometrischer Po- 
stulate nichts anderes ist als unser Widerwille, sehr alten 
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Gewohnheiten zu entsagen. Diese Postulate sind unendlich 
genau, wahrend die erwahnten Gewohnheiten im wesent- 
lichen ziemlich verschwommen sind. Sobald wir denken 
wollen, brauchen wir notwendig unendlich genaue Postulate, 
weil sie das einzige Mittel sind, Widerspruche zu vermeiden ; 
und unter all den Systemen von moglichen Postulaten gibt 
es solche, die wir nur mit Widerstreben wahlen, weil sie 
nicht genugend mit unseren Gewohnheiten ubereinstimmen; 
aber so nachgiebig und verschwommen die Gewohnheiten 
auch sind, so haben sie doch eine Grenze ihrer Elastizitat. 

Man sieht, daB, wenn die Geometrie keine Experimental- 
wissenschaft ist, sie doch eine im Zusammenhange mit der 
Erfahrung entstandene Wissenschaft ist; daB wir den Raum, 
den diese Wissenschaft studiert hat, erschaffen haben, indem 
wir den Raum der Welt, in der wir leben, anpaBten. Wir 
wahlten den Raum, der uns am bequemsten schien, aber 
die Erfahrung war es, die unsere Wahl leitete; da diese 
Wahl eine unbewuBte war, so scheint uns, dieselbe ware 
uns aufgezwungen ; die einen behaupten, daB die Erfahrung 
ihn uns aufzwingt, die anderen wiederum meinen, wir werden 
geboren mit unserem vollig fertigen Raume; nach den vor- 
ausgegangenen Betrachtungen sieht man sehr wohl, was an 
Wahrheit und was an Irrtum in jeder dieser beiden Mei- 
nungen steckt. 

Was wird nun in dieser fortschreitenden Erziehung, die 
bis zur Konstruktion des Raumes ging, dem Individuum, 
und was der Rasse zuzuschreiben sein? Das ist sehr schwer 
zu entscheiden. Wenn jemand unter uns von seiner Geburt 
an in eine von der unsrigen vollig verschiedene Welt ver- 
setzt wurde, wo z. B. Korper herrschen wurden, deren Lage 
sich gemafi den Gesetzen der nicht-euklidischen festen Kor- 
per verandern wurde, in welchem Umfange konnte dann 
dieser Jemand den von seinen Vorfahren ubemommenen 
Raum aufgeben, um einen vollig neuen Raum aufzubauen? 

Der Anteil, welcher der Rasse zukommt, scheint der ent- 
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scheidende zu sein; und doch, wenn wir der Rasse den un- 
beholfenen Raum zu verdanken haben, den ungenauen Raum- 
begriff, von dem ich soeben sprach, den Raum der hoher- 
stehenden Tiere, verdanken wir dann nicht der unbewuBten 
Erfahrung des Individuums den unendlich genauen Raum des 
Mathematikers? Das ist eine schwer zu losende Streitfrage. 
Wir wollen indessen eine Tatsache erwahnen, welche be- 
weist, dafi der Raum, den wir von unseren Vorfahren ererbt 
haben, eine gewisse Formbarkeit bewahrt. Gewisse Jager 
verstehen es, Fische unter dem Wasser zu fangen, obgleich 
das Bild des Fisches infolge der Strahlenbrechung hoher 
erscheint, als der Fisch sich in Wirklichkeit befindet. Die 
betreffenden Jager handeln ganz instinktiv: sie haben also 
gelemt, ihren ererbten Richtungsinstinkt abzuandem, oder, 
anders gesagt: sie setzten an Stelle der Assoziation A v B x 
eine andere Assoziation A v B v weil die Erfahrung sie ge- 
lehrt hat, dafi sie mit der ersteren Assoziation keinen Erfolg 
haben. 

Zweites Kapitel. 

Die mathematischen Definitionen 
und der Unterricht. 

1. Ich muB hier von allgemeinen mathematischen Defini- 
tionen sprechen, wie es im Titel dieses Kapitels angegeben 
ist; es wird mir aber unmdglich sein, mich auf dieses Ge- 
biet zu beschranken, obgleich das Gesetz von der Einheit 
der Handlung es verlangt; ich kann dieses Gebiet unmog- 
lich behandeln, ohne einige andere naheliegende Fragen zu 
erwahnen, und wenn ich demgemafi. genotigt bin, von Zeit 
zu Zeit in die Seitenwege zur Rechten oder zur Linken 
abzubiegen, so bitte ich im voraus, mir dieses zu verzeihen. 

Was versteht man unter einer „guten Definition"? Der 
Philosoph oder Gelehrte versteht darunter eine Definition, 
welche sich auf alle definierten Gegenstande anwenden lafit, 
und nur auf diese; es ist die Definition, welche den Regeln 
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der Logik geniigt. Im Unterrichte aber ist dem nicht so, da 
versteht man unter einer guten Definition diejenige, welche 
von den Schulem verstanden wird. 

'foe kommt es nun, daB so viele Kopfe sich weigem, die 
Mathematik verstehen zu lemen? Liegt darin nicht etwas 
Paradoxes? Wir haben es mit einer Wissenschaft zu tun, 
welche sich ausschlieBlich auf die fundamentalen Prinzipien 
der Logik griindet, z. B. auf das Prinzip des Widerspruches; 
es handelt sich hier um eine Wissenschaft, die sozusagen 
das Skelett unseres Begriffsvermogens ausmacht, die das 
enthalt, was man zum Denken so ndtig hat, daB man auf- 
horen wiirde zu denken, wenn man sich ihrer entauBem 
wollte — und doch gibt es Leute, welchen diese Wissen- 
schaft dunkel vorkommt, und sie sind sogar in der Mehr- 
zahl! Dafi diese Leute unvermogend sind, selbstandig etwas 
auszu denken, moge noch hingehen, aber dafi sie die Be- 
weise, welche man ihnen vortragt, nicht verstehen, dafi sie 
blind bleiben, wenn man ihnen ein Licht zeigt, das uns in 
reinem Glanze erstrahlt, das ist doch wirklich erstaunlich. 

Und doch bedarf es nicht einmal einer groBen Erfahrung 
in den Prufungen, um zu wissen, dafi diese Blinden keine 
Ausnahme bilden. Wir haben hier ein schwer zu losendes 
Problem vor uns, aber dieses Problem sollte alle diejenigen 
beschaftigen, die sich dem Unterrichte widmen. 

Was heiBt das: „etwas verstehen 44 ? Hat dieses Wort fur 
alle denselben Sinn? HeiBt es die Beweisfuhrung eines Theo- 
rems verstehen, wenn man der Reihe nach jeden der Syllo- 
gismen pruft, mit denen die Beweisfuhrung zu tun hat, und 
bestatigt, daB das Theorem richtig ist, wie man in analoger 
Weise bei den Spielregeln verfahrt? Und weiter: heiBt es 
eine Definition verstehen, wenn man nur erkennt, daB man 
den Sinn aller angewandten Worte bereits kennt und kon- 
statiert, daB die Definition keinen Widerspruch enthalt? 

Fur einige mag das zutreffen; wenn sie eine solche Kon- 
statierung gemacht haben, werden sie sagen: Ich hat?e es 
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verstanden. Doch wird es nicht fur die groBe Mehrzahl zu- 
treffen. Fast alle sind viel anspruchsvoller; sie wollen nicht 
nur wissen, ob alle Syllogismen einer Beweisfuhrung korrekt 
sind, sondern auch warum sie sich in diese Ordnung besser 
einfugen als in jene. Sobald ihnen diese Reihenfolge der 
Syllogismen durch Willkur entstanden zu sein scheint und 
niclit durch eine Intelligenz, die sich bestandig des zu er- 
reichenden Zieles bewuBt ist, so meinen diese Leute, sie 
nicht verstehen zu konnen. 

Sie sind sich zweifellos nicht klar daruber, was sie eigent- 
lich verlangen; sie sind nicht imstande, ihre Wiinsche klar 
auszudrucken; aber da sie diese Wunsche nicht befriedigt 
sehen, haben sie die unbestimmte Empfindung, daB irgend 
etwas nicht stimmt. Was folgt nun daraus? Anfanglich 
nehmen sie allerdings die Darlegungen noch in sich auf, 
die man ihnen vor Augen halt; aber da diese Darlegungen 
nur durch einen zu schwachen Faden mit dem verbunden 
sind, was vorangeht und was folgt, so geht alles an ihnen 
voruber, ohne in ihrem Gehime einen Eindruck zu hinter- 
lassen; sie sind sogleich wieder vergessen; nach einem Mo- 
mente der Beleuchtung fallen diese Darlegungen wieder in 
ewige Finsternis zuruck. Wenn die Leute weiter vorgeschritten 
sind, so werden sie selbst dieses sehr vergangliche Licht 
nicht mehr gewahr, weil die Theoreme sich aufeinander 
beziehen und diejenigen, deren sie bedurfen, vergessen 
sind; auf solche Art werden sie unfahig, Mathematik zu 
verstehen. 

Das ist nicht immer Schuld des den Unterricht leitenden 
Lehrers; oft haben seine Schuler wohl das Verlangen, den 
leitenden Faden zu bemerken, aber ihre Intelligenz ist zu 
trage, um diesen Faden selbst aufzusuchen und aufzufinden. 
Um nun den Schulem zu Hilfe zu kommen, mussen wir erst 
verstehen lemen, was sie am Verstandnis hindert. 

Andere stellen immer die Frage, wozu das alles nutzen 
soil; sie haben nicht eher verstanden, als bis sie in ihrer 
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Umgebung, im taglichen Leben oder in der Natur die Da- 
seinsberechtigung dieses oder jenes mathematischen Be- 
griffes erkennen. Jedem Worte wollen sie ein greifbares 
Bild nnterlegen; die Definition soil immer dieses Bild in 
ihnen wachrufen, bei jedem Stadium des Beweises wollen 
sie sehen, wie dieses Bild benutzt und verandert wird. Nur 
unter dieser Voraussetzung verstehen und behalten sie, was 
ihnen gelehrt und dargelegt wird. Sie geben sich sehr oft 
einer Selbsttauschung hin ; sie achten nicht auf die logische 
Entwicklung, sie betrachten nur ihre mathematischen Figuren 
und Zeichen, sie bilden sich ein, verstanden zu haben, 
wahrend sie doch nur gesehen haben. 

2. Wie verschiedenartige Bestrebungen machen sich hier 
geltend! Sollen wir sie bekampfen oder sollen wir darauf 
eingehen? Welche von ihnen sollen wir begunstigen, wenn 
wir uns entschliefien, die anderen zu bekampfen? Miissen 
wir denen, die mit der reinen Logik zufrieden sind, klar- 
machen, daB sie nur eine Seite der Dinge gesehen haben? 
Oder sollen wir denen, die sich nicht so billigen Kaufes 
zufrieden geben, sagen, daB das, was sie wunschen, nicht 
notwendig ist? 

Mit anderen Worten: sollen wir die j ungen Leute zwingen. 
die Natur ihres Geistes umzuwandeln? Ein solcher Versuch 
ware vergeblich; wir sind nicht im Besitze des Steines der 
Weisen, vermoge dessen wir die uns anvertrauten Metalle 
in einander verwandeln konnen; wir konnen nichts anderes 
tun, als uns bei ihrer Bearbeitung ihren Eigenschaften an- 
passen. 

Viele Kinder sind ganzlich unfahig, Mathematiker zu wer- 
den, und doch muB man sie in der Mathematik unterrichten; 
und die Mathematiker selbst wurden nicht alle in einer Form 
gegossen. Man braucht nur ihre Werke zu lesen, um sofort 
zwei Klassen von schopferischen Geistem zu unterscheiden : 
die rein logischen Forscher, wie WeierstraB z. B., und die 
intuitiven Forscher wie Riemann. Derselbe Unterschied 
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findet sich bei unseren Studenten: die einen ziehen es vor, 
ihre Probleme „analytisch“ zu behandeln, wie sie sagen, die 
anderen arbeiten lieber „geometrisch“. 

Es ware unniitz, daran etwas andem zu wollen, und ware 
eine solche Anderung uberhaupt wunschenswert? Es ist gut, 
daB es zugleich logische Forscher und intuitive Forscher 
gibt; wer wiirde zu entscheiden wagen, ob er lieber sahe, 
daB WeierstraB niemals geschrieben hatte oder daB Rie- 
mann niemals gelebt hatte? Wir mussen uns also mit der 
Verschiedenartigkeit der Geister zufrieden geben, oder viel- 
mehr, wir mussen uns daruber freuen. 80 ) 

3. Da das Wort ,,verstehen‘‘ verschiedentlich aufgefaBt 
werden kann, so sind die Definitionen, die von den einen 
am besten verstanden werden, nicht zugleich diejenigen, die 
fur die anderen am besten passen. Wir haben einerseits 
Definitionen, die ein Bild in uns entstehen lassen, und an- 
dererseits solche, bei denen man sich darauf beschrankt, 
leere, scheinbar vollig unverstandlicheFormen zu kombinieren, 
die aber doch in hoherem Sinne verstandlich sind und von 
denen durch die Abstraktion alles Materielle abgestreifl ist. 

Ich weiB nicht, ob es noch notig ist, Beispiele anzufuhren. 
Ich will es jedoch versuchen ; zunachst soil uns die Definition 
der Briiche ein extremes Beispiel geben. Um in den Ele- 
mentarschulen einen Bruch zu definieren, zerschneidet man 
einen Apfel oder eine Torte, naturlich in Gedanken, aber 
nicht in Wirklichkeit, denn das Budget des Elementarunter- 
richtes wiirde eine solche Verschwendung wohl kaum ge- 
statten. An den technischen Hochschulen dagegen oder an 
den Universitaten wird man sagen: ein Bruch ist ein System 
von zwei ganzen Zahlen, die durch einen horizontalen Strich 
voneinander getrennt sind ; man wird durch Ubereinkommen 
Rechnungsoperationen definieren, die man auf diese Zahlen- 
symbole anwenden kann; man wird zeigen, daB fur diese 
Operationen dieselben Regeln gelten wie beim Rechnen mit 
ganzen Zahlen, und schliefilich wird man beweisen, daB man 


Digitized by v^ooQle 



108 II. Buch. Die mathematische Schluflweise 

den Zahler findet, wenn man nach diesen Regeln den Bruch 
mit dem Nenner multipliziert. Diese Methode ist anwendbar, 
weil man sich an junge Leute wendet, die schon oft Apfel 
Oder andere Dinge zerlegt haben und infolgedessen mit dem 
Begriffe des Bruches schon seit langer Zeit vertraut sind, 
deren Geist durch eine Starke mathematische Erziehung ver- 
feinert ist und deshalb aUmahlich nach einer rein logischen 
Definition verlangt Wie groB aber wurde die Besturzung 
eines Anfangers sein, wenn man ihm mit einer solchen 
Definition kommen wollte! 

Derartige Definitionen findet man auch in einem mit 
Recht bewunderten und mehrfach preisgekronten Buche: 
Die „Grundlagen der Geometries von Hilbert. 31 ) Er beginnt 
mit folgendem Satze: „Wir denken drei verschiedene 
Systeme von Dingen, die wir Punkte, Gerade und 
Ebene nennen.“ Was sind nun diese „Dinge“? Wir wissen 
es nicht und wir brauchen es auch nicht zu wissen; es ware 
sogar zu tadeln, wenn wir es zu wissen versuchten; alles, 
was wir berechtigt sind davon zu wissen, lehren uns die 
Axiome, z. B. das folgende: Zwei voneinander ver- 
schiedene Punkte bestimmen immer eine Gerade, 
und hierzu gehort der folgende Kommentar: „Statt , be- 
stimmen* werden wir auch sagen, daB die Gerade 
durch diese beiden Punkte geht, oder daB sie diese 
beiden Punkte verbindet, oder daB die beiden 
Punkte auf der Geraden liegen.“ Laut Definition ist 
hiemach „auf einer Geraden liegen“ einfach gleichbedeutend 
mit „eine Gerade bestimmen“. Das ist eim Buch, von dem 
ich sehr hoch denke, das ich aber niemals einem Gymna- 
siasten empfehlen wurde. Ich konnte es ja tun, aber er 
wiirde mit der Lekture nicht weit kommen. 

Die von mir gewahlten Beispiele sind extremer Natur und 
kein Lehrer wird daran denken, so weit zu gehen. Aber 
wird er sich nicht denselben Gefahren aussetzen, auch wenn 
er sich von derartigen Vorbildern femhalt? 
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Wir sind in einer Gymnasialklasse, der Lehrer diktiert: 
Der Kreis ist der Ort aller Punkte der Ebene, welche gleiche 
Entfemung von einem inneren Punkte, dem sogenannten 
Zentrum, haben. Der gute Schuler schreibt diesen Satz in 
sein Heft, der schlechte Schuler macht statt dessen Kritze- 
leien auf dem Papier; aber keiner von beiden hat den Sinn 
verstanden; da nimmt der Lehrer die Kreide und zeichnet 
einen Kreis auf die Wandtafel. „Ei,“ denken die Schuler, 
„warum hat er denn nicht gleich gesagt: der Kreis ist eine 
runde Figur; dann hatten wir es doch verstanden." Sicher 
ist der Lehrer mit seiner Definition im Recht. Die Definition 
der Schuler hatte keinen Wert gehabt, denn sie ware fur 
keinen Beweis brauchbar gewesen und sie hatte den Schuler 
nicht dazu gezwungen, seine BegrifFe zu analysieren, woran 
er sich doch gewohnen muB. Es muB ihm gezeigt werden, 
daB er nicht versteht, was er zu verstehen glaubt, er muB 
dahin gebracht werden, daB er sich fiber die Ungenauigkeit 
seiner primitiven BegrifFe klar wird und daB er selbst nach 
Lauterung und Verfeinerung verlangt. 

4. Ich werde auf diese Beispiele spater zurfickkommen ; 
jetzt wollte ich nur die beiden einander entgegengesetzten 
AufFassungsweisen hervorheben, zwischen denen ein starker 
Gegensatz besteht. Die Geschichte der Wissenschaft erklart 
uns diesen Gegensatz. Wenn wir ein vor ffinfzig Jahren ge- 
schriebenes Buch lesen, so haben wir den Eindruck, daB 
diemeisten der darin angewandten SchluBweisen der ndtigen 
Strenge entbehren, 

Damals setzte man voraus, daB eine stetige Funktion ihr 
Zeichen nicht andem kann, ohne durch Null zu gehen, heute 
beweist man es. Damals setzte man voraus, daB die ge- 
wohnlichen Rechnungsregeln auf die irrationalen Zahlen an- 
wendbar seien; heute beweist man es. Damals setzte man 
noch manche andere Dinge voraus, manchmal auch solche, 
die nicht richtig waren. 

Man verlieB sich auf die Anschauung; aber die An- 
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schauung kann uns weder Strenge noch GewiBheit geben; 
das hat man mehr und mehr erkannt. Sie lehrt uns z. B. 
dafi jede Kurve eine Tangente habe, d. h. daB jede stetige 
Funktion eine Derivierte habe, und das ist falsch; der An- 
schauung hat man deshalb immer weniger Beweiskraft zu- 
erkennen konnen. 82 ) 

Wie ist nun diese so notwendige Veranderung vor sich 
gegangen? Man muBte sich bald davon uberzeugen, daB 
sich die ndtige Strenge in die Beweise nicht einfuhren lasse, 
wenn man sie nicht vorher in die Definitionen einfuhrte. 

Die Gegenstande, mit denen sich die Mathematiker be- 
schaftigen, waren lange schlecht definiert; man glaubte sie 
zu kennen, weil man sie sich mit den Sinnen oder mit der 
Einbildungskraft vorstellte, aber man hatte nur ein undeut- 
liches Bild von denselben, nicht eine prazise Idee, die fur 
Beweisfuhrungen brauchbar gewesen ware. 

Hier muBten die Logiker einsetzen. Besonders gilt das 
fur die irrationalen Zahlen. 

Die unbestimmte Vorstellung von der Stetigkeit, die wir 
der Anschauung verdanken, wurde in ein kompliziertes System 
von Ungleichungen aufgeldst, die sich nur auf ganze Zahlen 
beziehen. Dadurch gelang es, alle jene Schwlerigkeiten 
definitiv zu beseitigen , die unsere Vorfahren erschreckten, 
wenn sie die Grundlagen der Infinitesimalrechnung klarzu- 
legen versuchten. 

Heute haben wir in der Analysis nur noch mit ganzen 
Zahlen zu tun und mit endlichen oder unendlichen Systemen 
von ganzen Zahlen, die durch ein Netz von Gleichungen 
oder Ungleichungen miteinander verbunden sind. 

Die Mathematik wurde, wie man sich ausdruckt, arith- 
metisiert. 88 ) 

5. Hat jedoch die Mathematik diese absolute Strenge er- 
reicht, ohne selbst Opfer zu bringen? Keineswegs; was sie 
an Strenge gewonnen hat, hat sie an Beziehung zur Wirk- 
lichkeit verloren. Nur indem sie sich von der Wirklichkeit 
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entfemte, konnte sie die vollkommene Reinheit erreichen. 
Ihr ganzes Gebiet, das fruher von Hindemissen starrte, kann 
man heute ungehindert durchwandern , aber diese Hinder* 
nisse sind durchaus nicht verschwunden. Sie sind nur an 
die Grenzen des Gebietes geruckt, und man muB sie von 
neuem uberwinden, wenn man diese Grenzen uberschreiten 
und in das Reich der Anwendungen eindringen will. 

Man besaB eine ungefahre Vorstellung von einem mathe- 
matiscben Begriffe, die sich aus sehr verschiedenenElementen 
zusammensetzte; diese Elemente waren teils a priori ge- 
geben, teils aus mehr oder weniger verarbeiteten Erfahrungen 
abgeleitet; man glaubte durch Intuition die wichtigsten Eigen- 
schaften jedes Begriffes zu kennen. Heute verwirft man die 
erfahrungsmaBigen Elemente vollstandig und stutzt sich nur 
auf die a priori gegebenen Elemente; eine Eigenschaft 
dient als Definition, und aus ihr werden alle anderen Eigen- 
schaften durch strenge SchluBweisen abgeleitet. Das ist ja 
recht schon, aber es bleibt zu beweisen, daBjene Eigenschaft, 
die zur Definition geworden ist, den realen Objekten wirk- 
lich zukommt, die wir aus der Erfahrung kennen und von 
denen wir unsere fruhere ungefahre Vorstellung intuitiv ab- 
geleitet haben. Um das zu beweisen, muB man die Erfahrung 
zu Hilfe nehmen oder an die Intuition appellieren, und wenn 
wir den Beweis nicht fuhren kdnnten, so waren unsere Lehr- 
satze zwar vollkommen streng richtig, aber auch vollkommen 
unnutz. 

Die Logik erzeugt mitunter monstrose Gebilde. Seit einem 
halben Jahrhundert sehen wir eine Menge von bizarren Funk- 
tionen auftauchen, die sich formlich anzustrengen scheinen 
den ehrbaren Funktionen moglichst wenig zu gleichen, welche 
zu irgend etwas gebraucht werden konnten. Sie haben keine 
Stetigkeit, oder sie sind zwar stetig, haben aber keine Deri- 
vierte usw. Vom logischen Gesichtspunkte aus mussen diese 
fremdartigen Funktionen sogar als die allgemeinsten ange- 
sehen werden, wahrend diejenigen Funktionen, denen man 
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in den Anwendungen zufallig begegnet, nur noch als spezielle 
Falle erscheinen. Den letzteren raumt man nur noch einen 
geringen Platz ein. 

Wenn man fruher eine neue Funktion erdachte, so geschah 
dies zu irgendeinem praktischen Zwecke; heute erdenkt 
man neue Funktionen ausschlieBlich zu dem Zwecke ; die 
Fehler in den SchluBweisen unserer Vorfahren aufzudecken, 
und zu irgend etwas anderem wird man diese Funktionen 
niemals benutzen kbnnen. 84 ) 

Wenn sich der Padagoge von der Logik allein leiten lieBe, 
so muBte er mit den allgemeinsten, d. h. mit den bizarrsten 
Funktionen beginnen. Demzufolge muBte er schon den An- 
fanger lehren, sich mit diesem Heere von MiBgeburten her- 
umzuschlagen. „Wenn ihr es anders macht,“ so werden die 
Logiker sagen „konnt ihr die Strenge nur schrittweise er- 
reichen." 

6. Die Logiker konnten recht haben, aber wir durfen uns 
nicht so billigen Kaufes mit der Wirklichkeit abfinden, und 
ich meine hier nicht nur die Wirklichkeit der sinnlichen Welt, 
die doch einen gewissen Wert hat, da neun Zehntel unserer 
Schuler von uns eben Waffen verlangen, um gegen diese 
Wirklichkeit zu kampfen. Ich meine eine weit feinere Wirk- 
lichkeit, welche das Leben der mathematischen Gebilde aus- 
macht und welche von ganz anderer als logischer Natur ist. 

Unser Korper ist aus Zellen aufgebaut und die Zellen aus 
Atomen; bilden diese Zellen und Atome die ganze Wirk- 
lichkeit des menschlichen Korpers? Ist nicht die Art der 
Gruppierung dieser Zellen, durch welche die Einheit deg 
Individuums bedingt wird, auch eine Wirklichkeit, und noch 
dazu eine viel interessantere? 

Kann ein Naturforscher, der den Elefanten immer nur 
unter dem Mikroskope studiert, dieses Tier jemals voll- 
kommen kennen leraen? 

Ebenso verhalt es sich mit der Mathematik. Wenn der 
Logiker jeden Beweis in eine Menge von elementaren Ope- 
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ratio nen, die alle korrekt sind, zerlegt hat, so beherrscht er 
deshalb noch nicht die ganze Wirklichkeit des zu beweisen- 
den Lehrsatzes* jenes gewisse Etwas, das die Einheit des 
Beweises ansmacht, wird ihm vollstandig entgehen. 

Weshalb sollen wir bei den von unseren Vorfahren aufge- / 
ffihrten Bauten die Arbeit des Maurers bewundem, wenn 
wir den Plan des Architekten nicht verstehen konnen? Diese 
Gesamtiibersicht kann uns die reine Logik niemals geben, 
nur von der Intuition konnen wir sie mit Erfolg verlangen. 

Nehmen wir als Beispiel den Begriff der stetigen Funk- 
tionen. Zuerst hat man es nur mit einem sinnlichen Bilde zu 
tun, mit einem Kreidestriche auf der Wandtafel; allmahlich 
wird die Vorstellung verfeinert; man geht zur Konstruktion 
eines komplizierten Systems von Ungleichheiten uber, welches 
den wesentlichen Inhalt des ursprfinglichen Bildes wieder- 
gibt; ist man damit fertig, so bricht man das Gerfist ab, 
wie nach der Konstruktion eines Gewdlbes; die durch das 
Gerfist gegebene ungefahre Darstellung ist als Stfitze fiber- 
flfissig geworden und verschwindet; es bleibt nur das fertige 
Baawerk, dem in den Augen des Logikers kein Fehler an- 
haftet. Wenn jedoch der Lehrer den Schfiler nicht an das 
ursprfingliche Bild erinnert, und nicht wenigstens vorfiber- 
gehend das Gerfist wieder vor Augen ffihrt, wie sollte dann 
der Schfiler erraten, aus welchem Grunde alle diese Un- 
gleichheiten aneinander gereiht und aufeinander aufgebaut 
sind? Die Definition ware zwar logisch korrekt, aber sie 
wfirde die wahre Wirklichkeit nicht erkennen lassen. 

7. Wir mfissen also in die Vergangenheit zurfickgreifen: 
ffir den Lehrer 1st es sicher eine harte Aufgabe vorzutragen, 
was ihn selbst nicht ganz befriedigt; aber die Befriedigung 
des Lehrers ist nicht der einzige Zweck des Unterrichts; vor 
allem mufi er sich darfiber klar sein, wie er das geistige 
Vermogen des Schfilers ausbilden soil. 

Die Zoologen behaupten, dafi die embryonale Entwicklung 
eines Tieres in sehr kurzer Zeit die ganze Geschichte seiner 
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Vorfahren in den geologischen Epochen durchmacht. Ebenso 
scheint es mit der Entwicklung des menschlichen Geistes zu 
sein. Der Erzieher muB das Kind durch alle Phasen fuhren, 
die seine Vorfahren durchgemacht haben, bedeutend schnel- 
ler, aber ohne eine Etappe hinter sich zu verbrennen. In die- 
sem Sinne muB die Geschichte der Wissenschaft unser vor- 
nehmster Fuhrer sein. 

Unsere Vorfahren glaubten zu wissen, was ein Bruch ist, 
was die Stetigkeit, was der Flacheninhalt einer krummen 
Oberflache ist; wir dagegen haben die Entdeckung gemacht, 
daB sie es nicht wuBten. 86 ) Ebenso glauben unsere Schuler 
beim Beginne emsthafter mathematischer Studien zu wissen, 
was jene Worte bedeuten. Wenn man ihnen nun ohne jede wei- 
tere Vorbedeutung sagt: „Nein, ihr wiBt es nicht; was ihr zu 
verstehen glaubt, versteht ihr in Wirklichkeit nicht; euch muB 
erst gezeigt und erklart werden, was euch selbstverstandlich 
erscheint** : wenn man so zu den Schulem spricht und wenn 
man sich in den weiteren Darlegungen auf Voraussetzungen 
stutzt, die ihnen weniger evident erscheinen als das zu Be- 
weisende, was werden diese Bedauemswerten dann denken? 
Sie werden denken, daB die mathematische Wissenschaft nur 
eine willkurliche Anhaufung von unnutzen Subtilitaten ist; 
entweder werden sie jede Lust an dieser Wissenschaft ver- 
lieren, Oder sie werden sich mit ihr beschaftigen wie mit 
einem Spiele und dadurch in einen Geisteszustand geraten, 
analog demjenigen der griechischen Sophisten. 

Spater dagegen, wenn der Geist des Schulers mit den 
mathematischen SchluBweisen schon vertraut und durch lange 
Ubung gereift ist, werden die Zweifel von selbst kommen, 
und dann wird eine genauere Darlegung der Grundbegriffe 
willkommen sein. Diese Darlegung wird neue Zweifel er- 
wecken, und so wird sich der Schuler allmahlich Fragen 
stellen, wie sich auch unsere Vorfahren allmahlich immer 
neue Fragen aufgeworfen haben, bis schlieBlich die voll- 
kommene Strenge allein befriedigen kann. Es genugt nicht, 
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an allem zu zweifeln , man muB auch wissen, weshalb man 
zweifelt. 

8. Das Hauptziel des mathematischen Unterrichtes be- 
steht darin, gewisse Eigenschaften des Geistes zu entwickeln, 
und unter diesen ist die Intuition nicht am wenigsten wert- 
voll. Durch sie bleibt die mathematische Welt mit der wirk- 
lichen Welt in Kontakt, und wenn die reine Mathematik 
ihrer auch entbehren kann, so wird man doch immer auf 
sie zuruckgreifen miissen, um den Abgrund auszufullen, der 
das Symbol von der Wirklichkeit trennt. Der Praktiker wird 
diese Intuition stets notig haben, und auf einen reinen Ma- 
thematiker kommen hundert Praktiker. 

Der Ingenieur muB eine vollkommene mathematische Er- 
ziehung erhalten; wozu aber soli sie ihm dienen? Um die 
verschiedenen Erscheinungsformen der Dinge zu sehen und 
um sie schnell zu sehen; er hat nicht Zeit sich mit Kleinigkeiten 
abzugeben. Bei den komplizierten physikalischen D ingen, mit 
denen er zu tun hat, muB er schnell erkennen, an welchem 
Punkte die mathematischen Hilfsmittel einsetzen konnen, die 
wir ihm in die Hand gegeben haben. Wie sollte er das konnen, 
wenn wir den tiefen Abgrund bestehen lassen, der bei der 
rein logischenBehandlung zwischen Theorie und Praxis gahnt? 

9. Neben den kunftigen Ingenieuren gibt es weniger zahl- 
reiche andere Schuler, die Lehrer zu werden beabsichtigen ; 
diese mussen den Dingen auf den Grund gehen; eine ver- 
tiefte und strenge Kenntnis der ersten Prinzipien ist fur sie 
unerlafilich. Aber das darf fur sie kein Grund sein, die In- 
tuition zu vemachlassigen, denn sie wurden sich eine falsche 
Vorstellung von der Wissenschaft machen, wenn sie dieselbe 
immer nur von einer Seite betrachten, und uberdies konnten 
sie bei ihren Schulern nicht eine Eigenschaft entwickeln, 
die sie selbst nicht besitzen. 

Fur den reinen Mathematiker ist diese Eigenschaft not- 
wendig: die Logik braucht man zur Beweisfuhrung, die In- 
tuition zur Erfindung. Kritisieren verstehen ist gut, verstehen 
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etwas Neues zu schaffen ist besser. Die Logik lehrt uns er- 
kennen, ob eine Kombination korrekt ist; aber wozu nutzt 
das, wenn wir nicbt die Kunst besitzen, zwischen alien mog- 
lichen Kombinationen die richtige zu wahlen. Die Logik lehrt 
uns, daB wir auf diesem Oder jenem Wege sicher keinen 
Hindemissen begegnen werden, sie sagt uns nicht, welcher 
Weg zum Ziele fuhrt. Um dahin zu gelangen, muB man das 
^ Ziel von weitem sehen, und die Intuition ist eben die Fahig- 
keit, welche uns das Sehen lehrt. Ohne sie wurde es dem 
Mathematiker ergehen wie einem Schrifts teller, der in der 
Grammatik vollkommen bewandert ist, aber keine Ideen hat. 
Wie soil sich diese Fahigkeit entwickeln konnen, wenn man 
sie verfolgt und unterdruckt, sobald sie sich geltend machen 
will, wenn man den Schuler lehrt ihr zu miBtrauen, ehe er 
gelemt hat, welche Vorteile sie bietet. Es sei mir gestattet, 
hier eine kurze Abschweifung zu machen, um die Wichtig- 
keit schriftlicher Arbeit hervorzuheben. Den schriftlichen Auf- 
gaben wird bei gewissen Priifungen nicht genug Wert bei- 
gelegt, wenigstens nicht an der £cole politechnique. Wie 
man sagt, wurden die schriftlichen Arbeiten dazu fuhren. 
daB vortreffliche Schuler ausgeschlossen wurden, die ihr 
Pensum sehr gut wissen, die alles sehr gut verstehen, die 
aber unfahig sind, von ihrem Wissen die geringste Anwendung 
zu machen. Das Wort „ verstehen" hat, wie ich vorhin aus- 
fuhrte (S. 1 04 f.) eine mehrfache Bedeutung : die hier gemeinten 
Schuler verstehen nur in dem zuerst erwahnten Sinne, und 
wir haben soeben gesehen, daB dies weder zur Ausbildung 
eines Ingenieurs noch zur Ausbildung eines Mathematikers 
hinreicht. Wenn durch das Examen eine Auswahl getroffen 
werden soli, so wurde ich lieber diejenigen aus wahlen, welche 
in beiderlei Sinne zu verstehen gelemt haben. 

10. Ist die Kunst logisch richtig zu schluBfolgem nicht 
schon an sich von hochstem Werte ? und sollte nicht deshalb 
der Mathematiklehrer sie ganz besonders pflegen? Ich werde 
mich huten, dies zu leugnen : der Lehrer soil sich mit dieser 
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Kunst beschaftigen, und zwar gleich von Anfang an. Ich 
mufite es auBerordentlich bedauem, wenn die Geometrie in 
eine Art von SchnellmeBkunde niedrigen Ranges ausarten 
sollte, und ich unterschreibe keineswegs die extremen An- 
sichten, die von manchen deutschen Gymnasiallehrem ver- 
treten werden. In denjenigen Gebieten der Mathematik, in 
denendievonmirbezeichneten Schwierigkeiten nicht auftreten, 
hat man hinreichend Gelegenheit, die Schuler im korrekten 
SchluBfolgem zu iiben. Es gibt lange Ketten von geometri- 
schen Satzen, in denen die absolute Logik von jeher und 
sozusagen naturgemaB herrschte, in denen schon die ersten 
Geometer uns Vorbilder gegeben haben, welche man stets 
nachahmen und bewundern muB. 86 ) 

Bei der ersten Darlegung der Grundprinzipien aber muB 
man Subtilitaten vermeiden ; diese wiirden eher abschreckend 
wirken und uberdies uberfliissig sein. Man kann nicht alles 
beweisen und man kann nicht alles definieren; man wird 
sich doch immer wieder auf die Intuition berufen mussen; 
es kommt nicht darauf an, ob man dies etwas fruher oder 
spater tut, oder ob man sich etwas mehr oder weniger auf 
die Intuition beruft, wenn wir nur lemen, uns der von ihr 
gegebenen Voraussetzungen richtig zu bedienen und auf 
Grund derselben richtig zu schlufifolgem. 

II. 1st es moglich so viele widersprechende Forderungen 
gleichzeitig zu erfiillen? 1st dies insbesondere moglich, wenn 
es sich darum handelt, eine Definition zu geben? Wie soli 
man fur dieselbe eine strenge und kurze Ausdrucksform 
finden, die gleichzeitig den unabanderlichen Regeln der 
Logik genugt und unserem Wunsche, den Platz des neuen 
Begrififes in der Gesamtheit der Wissenschaft zu verstehen, 
sowie unserem Bedurfnisse, mit Hilfe von Anschauungs- 
mitteln zu denken? In den meisten Fallen wird man eine 
solche Ausdrucksform nicht finden, und deshaib genugt es 
nicht, eine Definition auszusprechen : man muB sie auch vor- 
bereiten und rechtfertigen. 
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Was soil damit gesagt sein? Bekanntlich sagt man oft: 
jede Definition enthalt ein Axiom, denn sie behauptet die 
Existenz des definierten Objektes. Die Definition ist daher 
im Sinne der reinen Logik nur dann gerechtfertigt, wenn 
man bewiesen hat, daft sie weder in den gebrauchten 
Worten noch in Beziehung zu den anderweitig vorausgesetzten 
Wahrheiten einen Widerspruch nach sich zieht. 

Das geniigt aber noch nicht. Die Definition wird uns als 
ein allgemein getroffenes Ubereinkommen vorgelegt; die 
meisten Denker werden sich jedoch dagegen wehren, wenn 
man ihnen eine Definition als ein willkurliches Oberein- 
kommen aufzwingen will. Sie werden sich erst beruhigen, 
wenn ihnen auf ihre zahlreichen Fragen die notigen er- 
lau tern den Antworten gegeben sind. 

Wie von Liard gezeigt wurde, sind die mathematischen 
Definitionen meistens formliche Gebaude, die sich in alien 
ihren Teilen aus einfacheren Begriffen znsammensetzen. 
Weshalb aber wurden diese einfachen Elemente gerade in 
dieser Weise zusammengefugt, wahrend es tausend andere 
Moglichkeiten fur die Art ihrer Zusammenfugung gab? Ge- 
schah dies nur aus Laune? Wenn nicht, weshalb hatte dann 
diese Zusammensetzung mehr Existenzberechtigung als alle 
anderen? Welchem Bediirfnisse wurde durch sie genugt? 
Wie konnte man voraussehen, daB ihr in der Entwicklung 
der Wissenschaft eine wichtige Rolle zukommen werde, daB 
sie unsere SchluBfolgerungen und Rechnungen abkurzen 
werde? Gibt es vielleicht in der Natur irgendeinen uns ver- 
trauten Gegenstand, der sozusagen ein undeutliches und 
ungenaues Bild des definierten Begriffes ist? 

Wenn man nun alle diese Fragen befriedigend beant- 
wortet hat, so muB das Kind auch einen Namen haben und 
die Wahl dieses Namens muB wohl uberlegt werden; man 
muB auseinandersetzen , durch welche Analogien man sich 
leiten lieB, und daB andere Dinge, denen man schon ana- 
loge Namen gegeben hatte, sich von dem jetzt zu benennen- 
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den nur durch den Inhalt unterscheiden , ihm aber in der 
Form nahe kommen, daB ihre Eigenschaften analog sind 
und gleichsam parallel laufen. 

Auf diese Weise kann man alle Forderungen befrie digen. 
Wenn die Ansdrucksform hinreichend korrekt ist, nm dem 
Logiker zu gefallen, so wird die gegebene Rechtfertigung 
den intuitiven Denker befriedigen. Noch besser ist es, wenn 
man dafur sorgt, daB die Rechtfertigung dem Aussprechen 
der Definition vorangeht und sie vorbereitet, wo dies nur 
irgend angeht; durch das Studium einiger besonderer Bei- 
spiele soil man zum Aussprechen der allgemeinen Definition 
gefuhrt werden. 

AuBerdem ist noch folgemdes zu beachten: jeder einzelne 
Teil in dem Ausspruche einer Definition bezweckt, den zu 
definierenden Gegenstand von einer Klasse anderer be- 
nachbarter Gegenstande zu trennen. Die Definition ist nur 
verstandlich , wenn man nicht nur den definierten Gegen- 
stand bezeichnet, sondem auch die benachbarten Gegen- 
stande, von denen jener unterschieden werden soli, und 
wenn man den Unterschied hervortreten laBt und zu dem 
Zwecke ausdrucklich hinzufugt: aus dem und dem Grunde 
habe ich beim Ausspruche der Definition dieses oder jenes 
Wort gebraucht. 

Es ist nun wohl Zeit, die allgemeinen Darlegungen zu 
verlassen und zu prufen, wie die von mir besprochenen, 
etwas abstrakten Prinzipien in der Arithmetik, in der Geo- 
metrie, in der Analysis und in der Mechanik angewandt 
werden konnen. 

Arithmetik. 

12. Die ganze Zahl braucht man nicht zu definieren; in 
der Regel definiert man indessen die Operationen mit den 
ganzen Zahlen; ich glaube, dafi die Schuler diese Definitionen 
auswendig lernen, ohne damit irgendeinen Sinn zu verbin- 
den, und zwar aus zwei Grim den: erstens laBt man sie diese 
Definitionen zu fruh lernen, zu einer Zeit, wo ihr Verst and 
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noch gar kein Bedurfnis danach hat; zweitens sind diese 
Defmitionen in logischer Beziehung nicht befriedigend. Fur 
die Addition kann man keine gute Definition finden, ein- 
fach, weil man sich beschranken muB und nicht alles defi- 
nieren kann. Wenn man sagt: die Addition besteht im 
Hinzuzahlen, so ist das keine Definition. Man kann nichts 
anderes tun, als von einer gewissen Anzahl von konkreten 
Beispielen ausgehen und sodann sagen: die von uns hier 
ausgefuhrte Operation nennt man Addition. 

Anders ist es mit der Subtraktion; man kann sie logisch 
richtig definieren als die umgekehrte Operation der Addition; 
aber darf man damit beginnen? Auch hier sollte man zu 
Anfang nur Beispiele vorfuhren und an diesen Beispielen 
die gegenseitige Beziehung der beiden Operationen erlautem; 
dadurch wird die Definition vorbereitet und gerechtfertigt. 

Ebenso sollte man bei der Multiplikation verfahren; man 
nimmt ein besonderes Problem vor; man zeigt, dafi es zu 
losen ist, indem man mehrere einander gleiche Zahlen ad- 
diert; man weist sodann darauf hin, daB man durch eine 
Multiplikation schneller zum Ziele gelangt, d. h. durch eine 
Operation, die den Schulem praktisch schon gelaufig ist; 
schlieBlich ergibt sich so die logische Definition ganz von 
selbst. 

Die Division definiert man als Umkehrung der Multipli- 
kation; man wird wieder mit einem Beispiele beginnen, das 
an den bekannten BegrifF der Teilung anknupft, und man 
wird daran zeigen, daB durch Multiplikation der Dividend 
zuruck^rhalten wird. 

Es bleiben noch die Rechnungsoperationen mit Bruchen 
zu besprechen. Eine Schwierigkeit entsteht hier nur bei der 
Multiplikation. Am besten ist es, die Theorie der Propor- 
tionen vorauszuschicken; aus ihr allein kann eine logische 
Definition abgeleitet werden; um aber die Defmitionen an- 
nehmbar zu machen, die man zu Beginn dieser Theorie ge- 
wohnlich gibt, muB man sie durch zahlreiche Beispiele vor- 
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bereiten, die den klassischen Aufgaben der Regeldetri ent- 
lehnt sind and bei denen man es so einrichtet, dafi Bruche 
vorkommen. Man wird auch nicht davor zuruckschrecken, 
die Schuler durch geometrische Bilder mit dem Begriffe der 
Proportion vertraut zu machen, sei es, daB man sie an ihre 
geometrischen Kenntnisse erinnert, falls sie schon Geometrie 
getrieben haben, Oder dafi man die direkte Anschauung zu 
Hilfe nimmt, falls sie noch nichts von Geometrie wissen; 
dadurch bereitet man sie gleichzeitig zu den spateren geo- 
metrischen Studien vor. Hat man so die Multiplikation der 
Bruche definiert, so mufi man schliefilich diese Definition 
noch rechtfertigen , indem man zeigt, dafi sie den kommu- 
tativen, assoziativen und distributiven Gesetzen genugt, und 
dabei nicht unterlafit, den Hdrern zu bemerken, dafi man 
dies zu dem Zwecke konstatiert, um die Definition zu recht- 
fertigen. 

Wie man sieht, spielen geometrische Bilder hierbei eine 
wichtige Rolle; und diese Rolle wird sowohl durch die 
Philosophic als auch durch die Geschichte der Wissenschaft 
gerechtfertigt. Wenn die Arithmetik von jeder Verbindung 
mit der Geometrie freigeblieben ware, so wurde sie nur 
ganze Zahlen kennen; um sich den Bedurfhissen der Geo- 
metrie anzupassen, mufite sie auch andere Dinge einfuhren. 

Geometrie. 

Zu Beginn der geometrischen Studien begegnen wir dem 
Begriffe der geraden Linie. Kann man eine gerade Linie 
definieren? Die bekannte Definition als kurzester Weg zwi-^ 
schen zwei Punkten kann ich nicht als befriedigend betrach- 
ten. Ich wurde einfach vom Lineal ausgehen und dem 
Schuler zuerst zeigen, wie man die Genauigkeit des Lineals 
durch Umdrehung desselben um seine Kante priifen kann; 
durch diese Prtifung ist die wahre Definition der Geraden 
gegeben: Die gerade Linie ist eine Rotationsachse. 87 ) Weiter- 
hin wird man dem Schuler klarmachen, wie die Genauig- 
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keit des Lineals auch durch Gleitung (durch Verschiebung 
desselben in sich oder langs einem zweiten Lineale) gepruft 
werden kann, und dam it hatte man eine der wichtigsten 
Eigenschaften der geraden Linie gewonnen. Jene andere 
Eigenschaft, die darin besteht, daB sie den kurzesten W eg 
zwischen zwei Punkten darstellt, ist ein Lehrsatz, der sich 
exakt beweisen laBt, aber dieser Beweis ist zu schwierig, um 
in den Gymnasialunterricht aufgenommen werden zu kdnnen. 
Fur denselben genugt es, wenn ein vorher gepruftes Lineal 
an einen gespannten Faden angelegt und dadurch der er- 
wahnte Lehrsatz verdeutlicht wird. Derartigen Schwierig- 
keiten gegenuber darf man nicht davor zuruckschrecken, die 
Anzahl der Axiome zu vermehren , wenn man sie auch nur 
durch ziemlich rohe Experimente rechtfertigen kann. 

Solche Axiome hat man immer no tig, und wenn man 
einige mehr einfuhrt, als genau genommen erforderlich ware, 
so ist das kein groBes Ungluck; wesentlich dagegen ist, daB 
man lemt, auf Grund der einmal eingefuhrten Axiome rich- 
tige Schliisse zu ziehen. Onkel Sarcey , der sich gem wieder- 
holte, sagte oft: Im Theater nimmt der Zuschauer alles 
willig hin, was bei Beginn des Spieles von ihm verlangt wird, 
bei der weiteren Entwicklung des Spieles aber besteht er 
unerbittlich auf der Logik. 88 ) Ebenso ist es mit der Mathe- 
matik. 

Um den Kreis zu definieren, kann man von dem Zirkel 
ausgehen, den der Schuler aus dem ReiBzeuge kennt; er ist 
sofort mit der bezeichneten Kurve vertraut; man muB ihn 
sodann darauf aufmerksam machen, daB die gegenseitige 
Entfemung der beiden Spitzen des Instrumentes beim Ziehen 
der Kurve unverandert bleibt und dafi die eine dieser Spitzen 
fest bleibt, wahrend sich die andere bewegt. Auf diese 
Weise wird man ganz von selbst zur logischen Definition 
des Kreises gefuhrt. 

Die Definition der Ebene enthalt in sich ein Axiom, und 
das darf man nicht ubergehen. Man nehme ein Zeichen- 
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brett und mache darauf aufmerksam, dab ein bewegliches 
Lineal sich bestandig an dies Brett anlegt und zwar mit drei 
Freiheitsgraden. Zum Vergleiche ziehe man den Zylinder 
und den Kegel heran, Flachen, an welche man eine gerade 
Lime nur anlegen kann, wenn man ihr zwei Grade von 
Freiheit lafit; 39 ) sodann nehme man drei Zeichenbretter; man 
zeige zunachst, dafi je zwei aufeinander gleiten konnen, und 
zwar mit drei Freiheitsgraden; und um die Ebene von der 
Kugel zu unterscheiden, zeige man feraer, dafi zwei dieser 
Bretter aufeinander gelegt werden konnen, wenn jedes von 
ihnen auf das dritte gelegt werden kann. 

Ober diese andauemde Verwendung von beweglichen In- 
strumenten wird man sich vielleicht wundem ; es ist das aber 
nicht blofi ein rohes Hilfsmittel, sondem es hat einen viel 
tieferen philosophischen Sinn, als man zunachst glaubt Was 
ist fur den Philosophen Geometrie? Es ist das Studium einer 
Gruppe, und welcher Gruppe? Der Gruppe der Bewegungen 
der starren Korper. 40 ) Wie konnte man diese Gruppe an- 
ders definieren, als indem man starre Korper sich tatsach- 
lich bewegen lafit? 

Durfen wir die klassische Definition paralleler Linien bei- 
behalten und sagen, dafi man zwei gerade Linien so nennt, 
die sich in derselben Ebene befinden und sich niemals 
treffen, soweit man sie auch verlangert? Nein, denn diese 
Definition ist negativ, sie kann nicht durch die Erfahrung 
erprobt werden, sie ist uns also nicht durch die unmittel- 
bare Anschauung gegeben. Vor allem abermiissen wir obige 
Frage vemeinen, weil diese Definition dem Begriffe der 
Gruppe und der Betrachtung der Bewegung starrer Kor- 
per vollstandig fremd ist, wahrend doch diese Bewegung, 
wie ich soeben darlegte, die eigentliche Quelle der Geo- 
metrie ist. Es ware besser, wenn man zuerst die geradlinige 
Translation einer unveranderlichen Figur als eine Bewegung 
definierte, bei der alle Punkte dieser Figur sich auf geraden 
Linien bewegen; man hatte dabei zu zeigen, dafi eine der- 
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artige Bewegung moglich ist, etwa, indem man ein Dreieck 
an einem Lineal entlang gleiten lafit. Aus diesem Experi- 
mente hatte man ein Axiom abzuleiten, und es ware dann 
leicht, den Begriff des Parallelismus einzufuhren und das 
beruhmte Euklidiscbe Postulat aufzustellen. 

Mechanik. 

Auf die Definition der Geschwindigkeit, der Beschleuni- 
gung und der anderen kinematischen Begriffe brauche ich 
nicht zuruckzukommen; man wird sie am besten mit dem 
Begriffe des Diflferentialquotienten in Verbindung bringen. 

Auf die dynamischen Begriffe von Kraft und Masse will 
ich dagegen noch naher eingehen. 

Es hat mich immer uberrascht, wie viele junge Leute, die 
aus unseren Gymnasien hervorgehen, nicht darauf kommen, 
die mechanischen Gesetze, welche sie gelemt haben, auf 
die wirkliche Welt anzuwenden. Nicht etwa, weil sie dazu 
unfahig waren, sondern sie denken uberhaupt nicht daran. 
Fur sie ist die Welt der Wissenschaft von der wirklichen 
Welt durch eine undurchdringliche Zwischenwand getrennt. 
Nicht selten sieht man einen gutgekleideten j ungen Mann, 
etwa einen Gymnasialabiturienten , in einem Wagen sitzen 
und sich oflfenbar einbilden, dafi er zur Beschleunigung der 
Fahrt beitragt, wenn er mit dem Oberkorper nach vom zu 
stoBende Bewegungen macht, wahrend dies doch im Wider- 
spruche zu dem Prinzipe von Aktion und Reaktion steht. 

Wir werden uns weniger daruber wundem, wenn wir ver- 
suchen, in die Gedanken unserer Schuler einzudringen; was 
ist fur sie die eigentliche Definition der Kraft? Nicht die- 
jenige, die man ihnen beigebracht hat, sondern eine andere, 
die in irgendeinem Winkel ihres Verstandnisses versteckt 
liegt und von dort aus ihre Gedanken beherrscht, und zwar 
die folgende : die Krafte sind Pfeile, mit denen man Paral- 
lelogramme zeichnet. Diese Pfeile sind eingebildete Wesen ; 
die mit nichts etwas zu tun haben, das in der Natur exi- 
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stiert. Eine derartig falsche Vorstellung konnte nicht ent- 
stehen , wenn man den Schulem das Wirken der Krafte in 
der Natur gezeigt hatte, ehe man dazu ubergeht, sie durch 
Pfeile darzustellen. 

Wie soil man nun die Kraft definieren? Eine gutelogische 
Definition gibt es nicht, das habe ich bei anderer Gelegen- 
heit hinreichend gezeigt. Es gibt die anthropomorphe Defi- 
nition, die auf dem Muskelgefuhle beruht, sie ist aber zu 
plump und fur die Wissenschaft unbrauchbar. 41 ) 

Beim Unterricht sollte man folgenden Weg einschlagen: 
um mit dem ganzen genus Kraft bekannt zu machen, sollte 
man die einzelnen Spezies dieses genus nacheinander vor- 
fuhren; sie sind sehr zahlreich und voneinander sehr ver- 
schieden. Da gibt es den Druck der Flussigkeiten auf die 
Wande des sie enthaltenden GefaBes, die Spannung des 
Fadens, die Elastizitat der Feder, die Schwere, welche auf 
alle Molekiile des Korpers wirkt, die Reibung, Druck und 
Gegendruck von zwei einander beruhrenden festen Kdrpern. 

Dadurch gelangt man nur zu einer qualitativen Definition; 
man muB jetzt noch die Kraft messen lemen. Zu dem Zwecke 
zeigt man zunachst, daB man eine Kraft durch eine andere 
ersetzen kann, ohne das Gleichgewicht zu storen; das erste 
Beispiel fur eine solche Substitution sehen wir in der Wage 
und in dem Doppelhebel von Bor da. Sodann zeigt man, 
daB man ein Gewicht nicht nur durch ein anderes Gewicht 
ersetzen kann, sondem auch durch Krafte verschiedener 
Natur: das Brems-Dynamometer von Prony gestattet z. B., 
ein Gewicht durch eine Reibung zu ersetzen. 

Auf diese Weise gelangt man zu dem BegrifFe der Aqui- 
valenz zweier Krafte. 

Femer muB man die Richtung einer Kraft definieren. 
Eine Kraft F sei einer andem Kraft F 1 Equivalent, die an 
dem betrachteten Korper durch Vermittlung eines gespann- 
ten Fadens angreift, so daB F ohne Storung des Gleich- 
gewichtes durch F x ersetzt werden kann ; dann ist der Punkt, 
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an welchen der Faden angeheftet ist, der Definition nach 
der Angriffspunkt der Kraft F 1 and somit aach der aqui- 
valenten Kraft F; die Richtung des Fadens bezeichnet die 
Richtnng der Kraft F x und zugleich der aquivalenten Kraft F. 

Von hier kann man zur Vergleichung der GrdBe zweier 
Krafte fibergehen. Wenn eine Kraft zwei andere von gleicher 
Richtung ersetzen kann, so ist sie gleich ihrer Summe; man 
zeigt z. B., daB ein Gewicht von zwanzig Gramm zwei Ge- 
wichte von je zehn Gramm ersetzen kann. Aber das genfigt 
noch nicht. Wir wissen jetzt, wie man die Intensitat zweier 
Krafte vergleicht, die gleiche Richtung und gleichen Angriffs- 
punkt haben; wir mfissen noch lemen, wie die Vergleichung 
geschieht, wenn die Richtungen verschieden sind. Zu dem 
Zwecke stellen wir uns einen, durch ein Gewicht gespannten 
Faden vor, der fiber einer Rolle lauft; wir sagen, dafi die 
Spannung in den beiden Abteilungen des Fadens die gleiche 
ist und gleich dem spannenden Gewichte. 

Das ist unsere Definition; sie gestattet uns, die Spannungen 
zweier Faden zu vergleichen und unter Zuhilfenahme der 
anderen vorstehend gegebenen Definitionen irgend zwei 
Krafte zu vergleichen, welche mit diesen beiden Faden gleiche 
Richtung haben. Man muB dies begrfinden, indem man zeigt, 
daB die Spannung des letzten Fadenteils ffir ein und dasselbe 
spannende Gewicht immer die gleiche bleibt, wie man auch 
die Anzahl und die Verteilung der Rollen andem mag, fiber 
die der Faden lauft. Als Erganzung muB man femer zeigen, 
daB dies nur richtig ist, wenn die Rollen keine Reibung haben. 

Beherrscht man nun diese Definitionen, so muB man dar- 
auf hinweisen, daB Angriffspunkt, Richtung und Intensitat 
genfigen, um eine Kraft zu definieren, femer daB zwei Krafte, 
ffir welche diese drei Elemente fibereinstimmen, immer 
Equivalent sind und immer durcheinander ersetzt werden 
konnen, sei es im Zustande des Gleichgewichtes, sei es im 
Zustande der Bewegung, und unabhangig von den etwa sonst 
noch wirkenden Kraften. 
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Man muB auch darauf hinweisen, dafi zwei gegeneinander 
geneigte Krafte immer durch eine Resultante ersetzt werden 
konnen,unddaBdieseResultantedieselbebleibt,einerlei 
ob der Kdrper ruht oder sich bewegt und unabhangig davon, 
ob noch andere Krafte an ihm angreifen. 

Man muB schliefilich auch darauf hinweisen, daB die in 
der obigen Weise definierten Krafte dem Prinzip der Aktion 
und Reaktion genugen. 

Alles dies lemen wir durch das Experiment und konnen 
wir nur durch das Experiment lemen. 

Es wird genugen, die Aufmerksamkeit der Schuler auf 
einige gewdhnliche Erfahrangen zu lenken, die sie taglich 
machen, ohne sich dessen bewuBt zu werden, und vor ihnen 
eine kleine Anzahl einfacher und gut gewahlter Experimente 
auszufuhren. 

Erst wenn man diese Umwege gemacht hat, kann man 
dazu ubergehen, die Krafte durch Pfeile darzustellen, und 
selbst bei der Entwicklung weiterer SchluBfolgerungen sollte 
man meiner Meinung nach hin und wieder vom Symbol zur 
Wirklichkeit zuruckkehren. Es ware z. B. nicht schwer, das 
Parallelogramm der Krafte mittelst eines Apparates zu er- 
lautem, der aus drei Faden besteht, welche fiber Rollen laufen 
und durch Gewichte gespannt sind, wobei dann Gleichge- 
wicht eintritt, wenn die Richtungen der Zugkrafte sich in 
einem Punkte treffen. 42 ) 

Kennt man den BegrifF „Kraft“, so ist es leicht, die Masse 
zu definieren; diese Definition muB derDynamik entnommen 
werden; anders kann man nicht verfahren, denn das zu er- 
reichende Ziel ist, den Unterschied zwischen Masse und Ge- 
wicht verstandlich zu machen. Auch hier mufi die Definition 
durch Experimente vorbereitet werden ; es gibt einen Apparat, 
der dazu wie geschaffen ist, den Begrifif der Masse zu er- 
lautem; das ist die Atwoodsche Fallmaschine; man kann 
anBerdem an die Fallgesetze der Korper erinnem, nach 
denen die Beschleunigung der Schwere die gleiche ist fur 
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schwere und fur leichte Korper, und nach denen diese Be- 
schleunigung mit der geographischen Breite variiert. 

Wenn man mir entgegnet, da£ alle die Methoden, deren 
Befolgung ich hier empfohlen habe, seit langer Zeit in den 
Gymnasien tatsachlich angewandt werden, so werde ich dar- 
uber sehr erfreut sein, mich aber nicht daruber wundem; 
ich weiB, daB der mathematische Unterricht in unseren 
Schulen im groBen und ganzen gut ist; ich wunsche durch- 
aus nicht, daB er pldtzlich geandert wird, ich wiirde das so- 
gar sehr bedauem, ich wunsche nur allmahlich fortschreitende 
Verbesserung. Dieser Unterricht darf nicht pldtzlichen Schwan- 
kungen unterworfen werden, die von den Launen voruber- 
gehender Moden abhangen. Unter derartigen Sturmen wiirde 
sein hoher erzieherischer Wert zu leiden haben. Eine gute 
und solide Logik muB immer die Grundlage des Unterrichts 
bilden. Die Definition durch Beispiele ist immer notwendig, 
aber sie soil die logische Definition vorbereiten, nicht sie 
ersetzen; sie soli wenigstens das Verlangen nach der logischen 
Definition in denjenigen Fallen wachrufen, wo die wirkliche 
logische Definition mit Nutzen erst bei hoheren Studien ge- 
geben werden kann. 

Man wird mir zugeben, daB das, was ich hier auseinander- 
gesetzt habe, nicht im Widerspruch mit dem steht, was ich 
bei anderen Gelegenheiten geschrieben habe. Ich habe oft 
gewisse Definitionen kritisiert, die ich heute empfehle. Diese 
Kritik besteht unverandert, denn die Definitionen, auf welche 
sie sich bezieht, sind nur provisorischer Natur. Man muB mit 
ihnen beginnen, um zu tieferen Studien fortschreiten zu 
konnen. 

Drittes Kapitel. 

Mathematik und Logik. 

Einleitung. 

Kann die Mathematik auf die Logik zuriickgefuhrt werden, 
ohne daB man die Prinzipien in Betracht zieht, die der 
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Mathematik eigen sind? Eine ganze Schule bemfiht sich mit 
Eifer und Glauben an ihre gate Sache, eine solche Zurfick- 
ffihrung durchzusetzen. Diese Schule hat ihre eigene Sprache, 
in welcher keine Worter existieren und in der man nur Zeichen 
anwendet. Diese Sprache wird nur von einigen Eingeweihten 
verstanden , so dafi der profanen Welt nur fibrigbleibt, sich 
vor den entscheidenden Behauptnngen der ,,Wissenden“ 
dieser Schule zu beugen. Es 1st aber wohl nicht nutzlos, 
diese Behauptungen einer naheren Prufung zu unterziehen, 
um zu sehen, ob sie den entschiedenen Ton, mit dem sie 
aufgestellt warden, rechtfertigen, 

Um das Wesen der eben aufgestellten Frage zu verstehen, 
ist es notwendig, auf einige historische Details naher einzu- 
gehen und insbesondere an den Charakter der Cantor- 
schen Arbeiten zu erinnem. 48 ) 

Seit langem ist der Begriff des Unendlichen in die Ma- 
thematik eingefuhrt; dieses „Unendlich“ nennen die Philo- 
sophen „ein Werden“. Das mathematische Unendlich ist eine 
GroBe, die befahigt ist, fiber jede Grenze hinauszuwachsen; 
es ist eine veranderliche GroBe, von der man nicht sagen 
kann, dafi sie alle Grenzen ubers chritten hat, sondem 
nur, dafi sie dieselben fiberschreiten konnte. 

Cantor untemahm es, in die Mathematik das aktuelle 
Unendlich einzuffihren, d. h. eine GroBe, welche nicht 
nur fahig ist, alle Grenzen zu fiberschreiten, sondem dieselben 
bereitsfiberschritten hat. Cantor stellt sich Fragenwie folgende : 
Gibt es im Raume mehr Punkte als ganze Zahlen? Gibt es 
mehr Punkte im Raume als in der Ebene? usw. 

Dann bildet die Anzahl der ganzen Zahlen, diejenige der 
Punkte im Raume usw. das, was er eine transfinite Kar- 
dinalzahl nennt, eine Kardinalzahl, die viel grbfier als alle 
gewohnlichen Kardinalzahlen ist. Cantor untemahm es femer, 
diese transfiniten Kardinalzahlen miteinander zu vergleichen 
und, indem er die Elemente einer „Menge“, welche unend- 
lich viele dieser Elemente enthalt, in angemessener Weise 

Poincar6: Wissenschaft und Method© 9 
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anordnete, kam er auch zu dem BegrifFe der von ihm als 
„transfinite Ordnungszahlen“ eingefuhrten Zahlen, auf die 
ich aber nicht weiter eingehen werde. 

Zahlreiche Mathematiker folgten den Spnren Cantors und 
stellten sich eine Reihe von Fragen ahnlicher Art. Sie machten 
sich mit den transfiniten Zahlen dermafien vertraut, dafi sie 
so weit gingen, die Theorie der endlichen Zahlen von der- 
jenigen der transfiniten Kardinalzahlen Cantors abhangig zu 
machen. Nach ihrer Meinung mufite man, um auf wahrhaft 
logische Weise Arithemik zu lehren, damit anfangen, die 
allgemeinen Eigenschaften der transfiniten Kardinalzahlen 
festzustellen und sodann unter ihnen eine ganz kleine Klasse 
unterscheiden, namlich diejenige der gewdhnlichen ganzen 
Zahlen. Vermoge einer solchen Umkehrung konnte man da- 
hin gelangen, alle Lehrsatze, die sich auf diese kleine Klasse 
beziehen, zu beweisen (d. h. unsere ganze Mathematik und 
unsere ganze Algebra), ohne sich irgendeines Prinzipes zu 
bedienen, das der Logik fremd ware. 

Es ist klar, dafi diese Methode jeder gesunden Psycho- 
logic widerspricht; auf solchem Wege konnte der mensch- 
liche Geist nicht dazu gelangen, die Mathematik aufzubauen; 
auch glaube ich nicht, dafi die Urheber dieser Methode daran 
denken, sie in den Gymnasialunterricht einzufuhren. Aber 
ist diese Methode wenigstens logisch, oder, besser gesagt, 
ist sie richtig? Es sei mir erlaubt, daran zu zweifeln. 

Die Mathematiker, welche diese Methode anwenden, sind 
jedoch sehr zahlreich; sie haben die Formeln ubermafiig 
gehauft und glaubten sich von allem, was nicht reine Logik 
war, zu befreien, indem sie Abhandlungen schrieben, in denen 
die Formeln nicht mehr mit dem erklarenden Texte abwech- 
seln, wie in den Werken der gewdhnlichen Mathematik; sie 
liefien diesen erklarenden Text vollig verschwinden. 

Unglucklicherweise erzielten sie widersprechende Resul- 
tate, die unter der Benennung Cantorsche Antinomien 
bekannt sind und auf welche wir noch gelegentlich zuruck- 
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kommen werden. Diese Widerspriiche wirkten aber nicht ent- 
mutigend auf die Vertreter der betreffenden Methode; letz- 
tere bemuhten sich vielmehr, ihre Regeln so abzuandem, 
dafi sie bereits aufgetauchte Widerspriiche verschwinden 
lieBen, ohne indessen sicher zu sein, ob sich nicht neue 
Widerspriiche ergeben wurden. 

Es ist Zeit, mit diesen Obertreibungen abzurechnen. Ich 
hofife nicht, ihrer Herr zu werden, denn ihre Vertreter haben 
zu lange in dieser Atmosphare gelebt. Wenn man die Be- 
weisftihrungen, welche die Anhanger der erwahnten Methode 
aufstellten, widerlegt, kann man sicher sein, dieselben Be- 
weisfuhrungen mit nichtssagenden Veranderungen wieder 
auftauchen zu sehen, und einige sind schon zu wiederholten 
Malen ihrer Asche entstiegen. Sie sind der von alter Zeit 
her bekannten Hydra ahnlich mit ihren beruhmten Kopfen, 
die immer wieder nachwuchsen. Herkules hat sich glucklich 
aus der Affare gezogen, weil seine Hydra nur neun oder elf 
Kopfe hatte; aber hier handelt es sich um zu viele, und zwar 
solche in England, Deutschland, Italien und Frankreich, und 
man muB das Spiel aufgeben. Ich kann darum nichts anderes 
tun, als mich an Leute mit gesundem Menschenverstand 
wenden, die nicht voreingenommen sind. 

I. 

Es sind in den letzten Jahren zahlreiche Arbeiten uber 
reine Mathematik und mathematische Philosophic erschienen, 
um die logischen Elemente von der mathematischen t)ber- 
legung zu trennen und letztere zu isolieren. Diese Arbeiten 
wurden sehr klar analysiert und dargelegt von Couturat 
in seinem Buche: Les Principes des Math&natiques. 44 ) 

Nach Couturat haben die neuen Arbeiten, besonders die- 
jenigen von Russell upd Peano endgultig den Streit, der 
zwischen der Leibniz schen und Kantschen Schule bestand, 
erledigt. Russell und Peano bewiesen, daB es kein synthe- 
tisches Urteil a priori gibt (so driickt sich Kant aus, um die 
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Urteile zu bezeichnen, die weder analytisch bewiesen werden 
konnen, noch auf die Identitat znruckfuhrbar sind und auch 
experimental nicht festgelegt werden konnen) ; sie stellten fest, 
dafi die Mathematik vollkommen auf die Logik zuriickfuhrbar 
ist und dafi die Intuition keine Rolle dabei spielt. 

Das hat Couturat in dem eben erwahnten Werke ent- 
wickelt; er hat sich daruber noch ausdrucklicher in seiner 
Rede bei Anlafi des Kantschen Jubilaums geaufiert, und 
das so gut, dafi ich noch zu horen vermeine, wie mein Nach- 
bar mir zuflusterte: „Man merkt wohl, dafi es sich um das 
Jubilaum von Kants Tode handelt. u 

Konnen wir diesem entschiedenen Verdammungsurteile 
beipflichten? Ich glaube nicht, und ich will versuchen zu er- 
klaren, warum ich es nicht kann. 


II. 

Was uns vor allem bei der neuen Mathematik auffallt, ist 
ihr rein formaler Charakter; Hilbert sagt (vgl. oben S. 108): 
„Wir denken drei Arten von Dingen, welche wir Punkte, 
Gerade und Ebenen nennen wollen; wir setzen fest, dafi 
eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt wird, und anstatt 
zu sagen, dafi diese Gerade durch die zwei Punkte be- 
stimmt wird, konnen wir sagen, dafi sie durch diese zwei 
Punkte hindurchgeht oder dafi diese zwei Punkte auf dieser 
Geraden liegen.“ Was sind nun eigentlich diese Dinge? 
Wir wissen nicht nur nichts von ihnen, sondera wir durfen 
gar nicht versuchen, etwas davon zu wissen. Wir brauchen 
also nichts von ihnen zu wissen, und irgend jemand, der 
niemals einen Punkt, eine Gerade, eine Ebene gesehen hat, 
konnte ebenso in Geometrie arbeiten wie wir. Da die Aus- 
drucke hindurchgehen, oder darauf gelegen sein kein 
Bild in uns hervorrufen, so ist der erstere einfach dasselbe 
wie „ bestimmt sein“ und der zweite dasselbe wie „be- 
stimmen“. 
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Um ein Theorem zu beweisen ist es — man moge mich 
nicht miBverstehen — nicht notwendig, ja nicht einmal vor- 
teilhaft, zu wissen , was es aussagen will. Man kdnnte den 
Mathematiker durch die Denkmaschine ersetzen, die Stan- 
ley Jevons sich ausgedacht hat; oder, um deutlicher zu 
sein, man kdnnte sich eine Maschine ausdenken, in die man 
die Axiome an einem Ende einfuhren wurde, wahrend die, 
Theoreme am andem Ende herauskommen, wie bei der 
sagenhaften Maschine in Chikago, bei der die Schweine 
lebend eingefuhrt werden und als Schinken und Wurstchen 
wieder zum Vorschein kommen. So wenig wie diese Ma- 
schine also braucht der Mathematiker zu wissen, was er 
vollbringt. 

Aus diesem formalen Charakter seiner Geometrie will ich 
Hilbert keinen Vorwurf machen. So wie er sich das Pro- 
blem stellte und wie er es anfaBte, muBte er zu dieser rein 
formalen Behandlung kommen ! Er wollte die Zahl der fun- 
damentalen Axiome auf ein Minimum zuruckfiihren und eine 
vollstandige Aufzahlung derselben geben; oder anders ge- 
sagt: bei den SchluBfolgerungen, in denen unser Geist tatig 
ist, bei denen die Intuition sozusagen noch eine Rolle spielt, 
in den lebendigen SchluBfolgerungen, ist es schwer zu ver- 
meiden, daB man ein Axiom oder ein Postulat unbewuBt 
einfuhrt, das dann unbemerkt bleibt. Nur nachdem man alle 
geometrischen SchluBfolgerungen auf eine rein mechanische 
Formel zuruckgefuhrt hat, konnte Hilbert gewiB sein, seinen 
Zweck erreicht und sein Werk vollendet zu haben. 

Das, was Hilbert in der Geometrie getan hat, wollten 
andere mit Arithmetik und Analysis machen. Wenn ihre 
Versuche vollstandig gelungen waren, wurden deshalb die 
Kantianer endgiiltig zum Schweigen verurteilt sein? Viel- 
leicht doch nicht, denn wenn man den mathematischen Ge- 
danken auf eine leere Formel zuruckffihrt, wird er sicher 
verstummelt. Wir wollen einmal zugeben, es sei bewiesen, 
daB alle Theoreme sich durch rein analytische Verfahren 
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ableiten lassen , und zwar durch einfache logische Kombi- 
nationen einer endlichen Anzahl von Axiomen , und daB 
diese Axiome nur auf Obereinkommen beruhen. Der Philo- 
soph wiirde sich doch das Recht wahren, dem Ursprung 
dieser Axiome nachzuforschen und zu sehen , warum man 
sie den entgegengesetzten Voraussetzungen vorzieht. 

Die logische Verbesserung der SchluBfolgerungen, welche 
von den Axiomen zu den Theoremen fuhren, ist es nicht 
allein, was uns besch&ftigt. Machen denn die Regeln der 
absoluten Logik die ganze Mathematik aus? Man konnte 
ebenso gut behaupten, da£ die ganze Kunst des Schach- 
spielers sich auf die Regeln fur die Schachzuge der einzel- 
nen Figuren zuruckfuhren laBt. Unter alien Konstruktionen, 
welche man mit dem von der Logik gelieferten Material 
aufbauen kann, muB man eine Wahl treffen; der rechte 
Mathematiker wird klug und richtig wahlen, weil er durch 
einen sicheren Instinkt geleitet wird, Oder durch das un- 
bestimmte BewuBtsein von irgendeiner tieferen und ver- 
borgeneren Geometrie, die allein den Wert des aufgefuhrten 
Gebaudes bestimmt (vgl. oben S. 22). 

Dem Ursprunge dieses Instinktes nachspuren, die sich 
fuhlbar machenden, aber nicht ausdrucksfahigen Gesetze 
dieser tieferen Geojmetrie studieren wollen, das ware eine 
schdne Aufgabe fur jene Philosophen, die nicht einzig und 
allein der Logik alles zuschreiben wollen. Aber ich will 
nicht diesen Gesichtspunkt hervorheben, nicht hier diese 
Frage aufwerfen. Der Instinkt, von dem wir soeben spra- 
chen, ist fur den Forscher notwendig, aber auf den ersten 
Blick scheint es, als konnte man ihn entbehren, wenn man 
sich mit der schon fest gegrundeten Wissenschaft beschaf- 
tigt. Meinetwegen; was ich aber erortem mochte, ist fol- 
gendes: wenn man einmal die Prinzipien der Logik erfaBt 
hat, kann man dann alle mathematischen Wahrheiten — 
ich will nicht sagen entdecken — aber beweisen, ohne die 
Intuition zu Hilfe zu rufen? 
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in. 

Vorstehende Frage habe ich fruher mit „nein“ beantwortet 
(siehe Wissenschaft und Hypothese, 1 . Kapitel) ; mofi unsere 
Antwort infolge der neuerdings entstandenen Arbeiten ab- 
geandert werden? Wenn ich „nein“ gesagt habe, so ge- 
schah es, weil mir das Prinzip der vollstandigen Induktion 
zugleich als notwendig fur den Mathematiker und als un- 
re duzierbar fur die Logik erschien. Man kennt den Inhalt 
dieses Prinzipes: 

„Wenn eine Eigenschaft fur die Zahl 1 richtig ist, und 
wenn man feststellt, daB sie auch fur n + 1 richtig ist, vor- 
ausgesetzt, daB sie es fur n ist, so wird sie auch richtig fur 
alle ganzen Zahlen sein.“ Darin sah ich den Kern der 
mathematischen Schlufiweise. Ich wollte damit nicht sagen, 
wie man geglaubt hat, daB alle mathematischen Schlufiweisen 
sich auf eine Anwendung dieses Prinzipes zuruckfuhren las- 
sen. Wenn man diese Schlufiweisen etwas eingehender pruft, 
wird man darin viele andere, analoge Prinzipien angewandt 
sehen, welche die gleichen, wesentlichen Eigenschaften auf- 
weisen. In dieser Kategorie von Prinzipien ist einzig die 
vollstandige Induktion das einfachste Prinzip von alien, und 
nur deshalb habe ich sie fruher als typisch bezeichnet. 

Der Name: Prinzip der vollstandigen Induktion, der all- 
gemein gebraucht wird, ist nicht gerechtfertigt. Der Modus 
der Schlufiweise ist doch nichts anderes als eine recht eigent- 
liche mathematische Induktion, welche sich von der gewohn- 
lichen Induktion nur durch ihre Zuverlassigkeit unterscheidet. 

IV. 

Definitionen und Axiome. 

Die Existenz derartiger Prinzipien bildet eine Schwierig- 
keit fur die starren Logiker; wie ziehen sie sich aus dieser 
Affare? Das Prinzip der vollstandigen Induktion — so sagen 
sie — ist genau genommen kein Axiom und kein synthe- 
tisches Urteil a priori, es ist ganz einfach die Definition der 
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ganzen ZahL Es ist also eine einfache Obereinkunft. Um 
fiber diese Anschauungsweise diskutieren zu kdnnen, mfis- 
sen wir uns mit den Beziehnngen zwischen Definitionen und 
Axiomen naher beschaftigen. 

Wir wollen zunachst anf einen Artikel von Couturat 
fiber die mathematischen Definitionen verweisen, welcher in 
der bei Gauthier und Villars in Paris, und bei Georg 
in Genf erscheinenden Zeitschrift , ,L/Enseignement math6- 
matique“ verdffentlicht wurde. Wir finden darin eine Unter- 
scheidung zwischen der direkten Definition und der 
Definition durch Postulate. 

„Die Definition durch Postulate 4 * — so sagt Couturat — 
„lafit sich nicht auf einen einzigen Begriff, sondem nur auf 
ein System von Begriffen anwenden; sie besteht darin, daB 
sie die fundamentalen Beziehungen aufzahlt, welche die Be- 
griffe verbinden und welche gestatten, alle ihre anderen 
Eigenschaften abzuleiten; diese Beziehungen sind Postu- 
late . .'. . 44 

Wenn man vorher alle Begriffe, einen ausgenommen, de- 
finiert hat, so wird dieser letztere durch Definition dasjenige 
Objekt, welches den Postulaten genfigt. 

Sonach wfirden gewisse unbeweisbare Axiome nichts an- 
deres wie verkleidete Definitionen sein. Es ist oft sogar 
gerechtfertigt, diesen Gesichtspunkt geltend zu machen; ich 
selbst habe mir das z. B. bei dem Euklidschen Postulate 
erlaubt. 46 ) 

Die anderen geometrischen Axiome genfigen nicht, um 
die Entfemung vollig zu definieren; unter alien Grofien, 
welche den anderen Axiomen genfigen, wird die Entfemung 
laut Definition diejenige GroBe sein, welche so beschaffen 
ist, daB sie dem Euklidschen Postulate genfigt. 

Die Logiker nehmen also fur das Prinzip der vollstan- 
digen Induktion das an, was ich fur das Euklidsche Po- 
stulat zulasse, und wollen auch in jenem Prinzipe nur eine 
verkleidete Definition sehen. 
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Dazu hat man aber nur das Recht, wenn man zuvor zwei 
Bedingungen erfullt. Stuart Mill behauptete, dafiinjeder 
Definition ein Axiom mit eingeschlossen ist, und zwar das- 
jenige, durch welches man die Existenz des definierten Ob- 
jektes bestatigt Demnach erschiene nicht mehr das Axiom 
als verkleidete Definition, sondem umgekehrt: die Definition 
wurde ein verkleidetes Axiom sein. Stuart Mill fafite das 
Wort „Existenz“ in materiellem und empirischem Sinne auf; 
er wollte sagen: wenn man den Kreis definiert, so behauptet 
man damit zugleich, dafi es Dinge in der Natur gibt, welche 
rund sind. In solcher Gestalt ist sein Ausspruch nicht statt- 
haft. Die Mathematik ist unabhangig von der Existenz der 
materiellen Objekte; in der Mathematik kann das Wort: 
„existieren“ nur einen Sinn haben: es bedeutet „wider- 
8pruchslos sein“. Derart rektifiziert wird der Gedanke Stuart 
Mills exakt; indein man ein Objekt definiert, behauptet 
man gleichzeitig, dafi die Definition keinen Widerspruch 
enthalt. 

Wenn wir also ein System von Postulaten haben, und 
wenn wir beweisen konnen, dafi diese Postulate keinen Wi- 
derspruch enthalten, dann werden wir das Recht haben, 
diese Postulate als die Definition eines der Begriffe zu be- 
trachten, die darin vorkommen. Wenn wir das nicht be- 
weisen konnen, mussen wir es ohne Beweis voraussetzen, 
und dann wurde ein Axiom daraus werden; und zwar der- 
art, dafi, wenn wir die Definition in dem Postulate suchen 
wollten, wir wiederum in der Definition das Postulat finden 
wurden. 

Der Beweis dafur, dafi eine Definition keinen Widerspruch 
enthalt, gelingt meistens durch Berufung auf ein Bei- 
spiel: man versucht das Beispiel eines Gegenstandes zu 
formulieren, welcher der Definition genugt. Nehmen wir den 
Fall einer Definition durch Postulate; wir wollen den Begriff 
A definieren und wir sagen, dafi vermoge der Definition 
jedes Ding, fur welches gewisse Postulate richtig sind, ein 
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A ist. Wenn wir direkt beweisen kdnnen, dafi aile diese 
Postulate fur ein gewisses Objekt B zutreffen, so wird die 
Definition gerechtfertigt sein; das Objekt B wird ein Bei- 
spiel fur A sein. Wir werden gewifi sein, dafi die Postu- 
late einander nicht widersprecben, weil es Falle gibt, in 
denen sie alle auf einmal zutreffen. 

Aber ein solch direkter Beweis durch das Beispiel ist 
nicht immer moglich. 

Um festzustellen, dafi die Postulate keinen Widerspruch 
enthalten, mufi man alle Lehrsatze naher betrachten, welche 
man aus diesen, als Pramissen betrachteten Postulaten ab- 
leiten kann, und zeigen, dafi es unter diesen Lehrsatzen 
nicht zwei gibt, von denen einer einen Widerspruch gegen 
den andem enthielte. Wenn die Lehrsatze in endlicher 
Zahl vorhanden sind, ist eine direkte Verifikation moglich. 
Dieser Fall kommt selten vor und ist auch wenig inter- 
essant. ; 

Wenn-die Lehrsatze in unendlicher Zahl vorhanden sind, 
kann man diese direkte Verifikation nicht mehr machen; 
man, mufi solche Beweismethoden anwenden, bei denen man 
im allgemeinen gezwungen sein wird, gerade dasselbe Prinzip 
der vollstandigen Induktion zu Hilfe zu nehmen, um dessen 
genauen Beweis es sich eben handelt. 

Wir haben damit eine der Bedingungen erklart, welchen 
die Logiker genugen sollten, und wir werden im folgen- 
den erkennen, dafi sie das nicht getan haben. 

V. 

Wir mussen noch eine zweite Bedingung in Betracht 
ziehen. Wenn wir eine Definition aufstellen, so geschieht 
es, um uns derselben zu bedienen. 

Das einmal definierte Wort werden wir im Laufe der wei- 
teren Entwicklung wiederholt anwenden. Haben wir das 
Recht, dem durch das Wort dargestellten Objekte stets die 
Eigenschs^ft beizulegen, die ihm nach dem zu seiner Defi- 
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nition dienenden Postulate zukommt? Gewifi, das ist vollig 
klar, vorausgesetzt, dafi das Wort seinen Sinn bewahrt, und 
wir ihm nicht implicite einen andem Sinn unterlegen. Das 
letztere kommt manchmal vor, und es ist oft schwer, dies zu 
bemerken; man muB darauf achten, wie dieses Wort in un- 
seren weiteren Entwicklungen eingefuhrt wurde, und ob die 
Ture, durch welche es sich einschlicb, in Wirklichkeit nicht 
eine andere Definition mit hineinliefi als diejenige war, die 
man ursprunglich aufgestellt hatte. 

Diese Schwierigkeit besteht in alien mathematischen An- 
wendungen. Der mathematische Begriff ist von groBer Klar- 
heit und Scharfe; fur den Mathematiker gibt es keinen 
Zweifel; wenn man aber den mathematischen Begriff z. B. 
auf die Physik anwenden will, so hat man es nicht mehr 
mit diesem reinen Begriff zu tun, sondem mit einem kon- 
kreten Objekte, das oft nur ein ein plumpes Abbild dieses 
Begriffes ist. Wenn man behauptet, dafi ein solches Objekt 
der Definition — annahemd wenigstens — genugt, so spricht 
man damit eine neue Wahrheit aus, die nur durch Erfah- 
rung sichergestellt werden konnte, und die nichts mehr von 
den Eigenschaften eines auf Ubereinkommen beruhenden 
Postulates an sich hatte. 

Aber auch innerhalb der reinen Mathematik trifft man 
auf dieselbe Schwierigkeit. 

Hat man eine subtile Definition der „Zahl“ aufgestellt, so 
wird man, wenn diese Definition einmal gegeben ist, nicht mehr 
an sie denken, denn tatsachlich ist nicht sie es, welche uns 
lehrte, um was es sich bei der Zahl handelt; das wufiten 
wir ja schon seit langem; wenn mm das Wort „Zahl“ uns 
weiterhin unter die Feder kommt, so wird man ihm den 
gleichen Sinn unterlegen wie im Anfang; um zu wissen, 
welcher Art dieser Sinn ist und ob er wohl der gleiche in 
diesem oder in jenem Satze ist, mufi man beachten, wie man 
dazu kam, von der Zahl zu sprechen und dieses Wort in 
die beiden Satze einzufuhren. Fur den Augenblick will ich 
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nlcht naher hierauf eingehen, ich werde noch Gelegenheit 
finden, darauf zuruckzukommen. 

Wir haben so z. B. ein Wort, von dem wir explizite eine 
Definition A gaben ; wir machen davon in der weiteren Ent- 
wicklung einen Gebranch, welcber implizite eine andere De- 
finition B voraussetzt. Es ist moglich, dafi diese beiden De- 
finitionen dasselbe Objekt bezeichnen. Aber wenn dem so 
ist, so handelt es sich um eine neue Wahrheit, die man als 
ein unabhangiges Axiom entweder beweisen Oder voraussetzen 
mufite. 

Wir werden weiterhin sehen, dafi die Logiker 
die zweite Bedingung so wenig erfullt haben wie 
die erste. 

VI. 

Die Definitionen der „Zahl“ sind sehr zahlreich und von- 
e in an der verschieden; ich verzichte darauf, auch nur die 
Namen ihrer Autoren aufzuzahlen. Wir durfen uns nicht 
daruber wundem, dafi es so viele Definitionen gibt. Wenn 
eine unter ihnen genugte, so wurde man nicht notig haben, 
immer neue aufzustellen. Wenn jeder neue Phiiosoph, der 
sich mit dieser Frage beschaftigte, eine andere Definition 
erdenken zu miissen glaubte, so geschah es, weil ihm die 
Definitionen seiner Vorg&nger nicht genugten, und sie ge- 
nugten ihm nicht, weil er in ihnen eine petitio principii zu 
bemerken glaubte. 

Beim Lesen der Schriften, die dieses Problem behandeln, 
konnte ich mich nicht eines tiefen Gefuhls von MiBbehagen 
erwehren; ich erwartete bestandig, mich an einer petitio 
principii zu stofien, denn wenn ich diese nicht sogleich 
bemerkt hatte, so mufite ich befurchten, nicht aufmerksam 
genug gewesen zu sein. 

Es ist unmbglich eine Definition zu geben, ohne sie in 
einem Satze auszusprechen, und es ist schwierig einen Satz 
auszusprechen, ohne da^ darin ein Zahlwort, Oder das Wort 
„mehrere 4< oder mindestens ein Wort im Plural vorkommt. 
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Sowie das geschieht, kommt man in Gefahr auszugleiten und 
riskiert, in die petitio principii zu geraten. 

Icb werde mich im folgenden nur mit denjenigen Defini- 
tionen befassen, in denen die petitio principii am gescbick- 
testen verhullt ist. 


VII. 

Die Pasigraphie. 

Die von Peano erfundene symboliscbe Spracbe spielt in 
den neueren Untersuchungen eine sehr groBe Rolle. Diese 
Spracbe kann uns wohl einige Dienste leisten, aber Cou- 
turat erteilt ihr, wie mir scbeint, eine so ubertriebene 
Wicbtigkeit, daB selbst Peano daruber erstaunt sein muB. 

Das wesentlicbe Element dieser Spracbe bilden gewisse 
algebraische Zeichen , welcbe die verschiedenen Konjunk- 
tionen darstellen: „wenn, und, Oder, also 14 . Es mag sein, 
daB diese Zeicben bequem sind; aber daB sie dazu dienen 
sollen, die ganze Philosophic zu emeuem, das ist eine an- 
dere Sache. Es fallt mir schwer zu glauben, daB das Wort 
„wenn“ dadurch, daB man es „o“ schreibt, einen Vor- 
zug gewinnt, den es nicht bat, wenn man es als „wenn“ 
schreibt. 

Diese Erfindung nennt Peano die Pasigraphie, d. h. 
die Art, eine matbematische Abbandlung zu schreiben, obne 
daB darin ein Wort unserer gewohnlichen Sprache vorkommt. 
Das Wort Pasigraphie bezeichnet sehr genau die Bedeu- 
tung dieser Schreibweise. Seitdem hat man sie zu einer 
hoberen Wurde erboben, indem man ihr den Titel „Logi- 
stik“ beilegte. Dieses Wort scheint mir der Kriegsschule 
entnommen zu sein; es bezeicbnet dort als Logis-Lehre die 
Aufgabe des Quartiermeisters, die Kunst namlicb, die Trup- 
pen marschieren und ibre Quartiere beziehen zu lassen; 
docb ist hier keine Verwechslung zu befurchten, und man 
merkt sogleich, daB die neue B.enennung den Plan zu einer 
ganzlichen Umgestaltung der Logik in sich birgt 
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Diese neue Methode wendet Burali-Forti in einer ma- 
thematischen Abhandlung an, die nnter dem Titel: „Una 
Qnestione sui numeri trasfiniti“ verdffentlicht wurde und 
in dem XI. Bande der Rendiconti del circolo matematico 
di Palermo erschien. 

Ich mdchte gleich im voraus bemerken, daB ich diese 
Abhandlung fur sehr interesSant halte, und wenn ich sie 
hier als Beispiel anfuhre, so geschieht das einzig aus dem 
Grunde, weil sie die bedeutendste von alien in der neuen 
Schreibweise verfafiten Schriflen ist. Obrigens konnen auch 
Uneingeweihte sie, vermdge einer italienischen Interlinear- 
Obersetzung, lesen. 

Die Bedeutung dieser Abhandlung besteht vomehmlich 
darin, daB sie das erste Beispiel jener Antinomien anfuhrt, 
welchen man beim Studium der transfiniten Zahlen begegnet, 
und welche seit einigen Jahren die Mathematiker zur Ver- 
zweiflung bringen. Burali-Forti sagt: Der Zweck meiner 
Arbeit ist, zu beweisen, daB es zwei transfinite Ordnungs- 
zahlen geben kann: a und 3, so daB a und 3 weder ein- 
ander gleich sein konnen, noch die eine grofier oder kleiner 
als die andere sein kann. 

Der Leser mdge sich hierdurch nicht abschrecken lassen, 
er kann versichert sein, daB er, um die hier folgenden Be- 
trachtungen zu verstehen, nicht zu wissen braucht, was eine 
transfinite Ordinalzahl ist. 

Cantor hatte nun gerade genau bewiesen, daB zwischen 
zwei transfiniten Zahlen, wie auch zwischen zwei endlichen 
Zahlen, keine andere Beziehung als Gleichheit oder Un- 
gleichheit in einem oder dem anderen Sinne besteht. Aber 
ich will nicht von dem tieferen Inhalte jener Abhandlung 
sprechen; das wurde mich zu sehr von meinem Gegenstande 
ablenken; ich will mich nur mit der Form beschaftigen und 
mich nur firagen, ob diese Form ein Gewinn an mathema- 
tischer Strenge ist und dadurch die Muhe lohnt, welcher 
sich sowohl Yerfasser als Leser unterziehen. 
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Zunachst sehen wir, wie Burali-Forti die Zahl 1 auf 
folgende Weise definiert: 

1 * iT'{Ko«{u,h)e{uBUn))\ 

das ist eine Definition, die^sich ausgezeichnet dazu eignet, 
Personen, welche das Wort Eins noch me gehort haben, 
einen BegrifF von der Zahl 1 zu geben. 

Die Ausdrncksweise Peanos verstehe ich zu wenig, um 
eine Kritik derselben zu wagen, aber ich furchte, daB diese 
Definition eine petitio principii enthalt, da ich 1 als Zahl 
auf der linken Seite und Un ausgeschrieben auf der rechten 
Seite der Gleichung sehe. 

Wie dem auch sei, Burali-Forti geht nun einmal von 
dieser Definition aus, und nach einer kurzen Rechnung 
kommt er zu der Gleichung: 

1 bNoj 

die uns lehrt, daB 1 eine Zahl ist. 

Da wir gerade bei diesen Definitionen der ersten Zahlen 
sind, wollen wir daran erinnem, wie Couturat o und 1 
definierte. 

Was bedeutet das Zeichen o? Das ist die Anzahl von 
Elementen in der Nullklasse; und welches ist diese Null- 
klasse? Es ist diejenige, welche keine Elemente enthalt. 

Das Zeichen o durch das Wort Null, und dieses durch 
das Wort „kein“ definieren, daB heifit den Reichtum un- 
serer Sprache miBbrauchen: darum hat auch Cduturat 
eine Vervollstandigung seiner Definition gegeben , wenn er 
schreibt. Q __ ^ . ( ^ x ^ 3 ^ (xs<px), 

was auf deutsch heiBt: Null ist die Anzahl der Objekte, 
welche einer Bedingung genugen, die niemals erfullt wird. 

Aber da „niemals u gleichbedeutend ist mit „in keinem 
Falle‘S so sehe ich nicht ein, worin der Fortschritt be- 
stehen sollte. 

Ich beeile mich hinzuzufugen, daB die Definition, die 
Couturat von der Zahl 1 gibt, mehr befriedigt: 
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Eins — so druckt er sich im wesentlichen aus — ist die 
Zahl der Elemente einer Klasse, von deren Elementen je 
zwei miteinander identisch sind. 

Ich sagte, dafi diese Definition besser befriedigt, in dem 
Sinne, als hier das Wort Eins nicht gebraucht wird, um das 
Zeichen i zu definieren. Aber wenn man Co utu rat fragen 
wurde, was das heiBen soil „zwei“, wird er, furchte ich, sich 
des Wortes Eins bedienen mussen. 4 *) 


VIH. 

Wir wollen auf die Abhandlung von Burali-Forti 
zuruckkommen; ich sagte bereits, dafi seine Folgernngen in 
direktem Gegensatze zu den Cantorschen stehen. Eines 
Tages besuchte mich Hadamard, and wir kamen auf die 
erwahnte Antinomie zu sprechen. 

Ich sagte: „Erscheint Ihnen die Schlufiweise von Burali- 
Forti einwandfrei? 44 

„Nein, ich kann im Gegenteil gegen die Cantorschen 
Schlufifolgerungen auch nichts einwenden. Obrigens hatte 
Burali-Forti nicht das Recht, von der Menge aller Or- 
dinalzahlen zu sprechen. 4 * 

„Entschuldigen Sie, er hatte wohl das Recht, weil er 
immer: 

a — 2" (No, a » 

setzen konnte. 

Ich mochte wohl wissen, wer ihn daran hindem will; und 
kann man behaupten, ein Objekt existiere nicht, wenn man 
es mit SI bezeichnet hat? 44 

Es war vergeblich, ich konnte ihn nicht uberzeugen (was 
ubrigens auch schlimm gewesen ware, weil er im Recht war). 
War es einzig darum, weil ich die Peanosche Sprache 
nicht mit hinreichender Beredsamkeit anwenden konnte? 
Vielleicht; aber unter uns gesagt: ich glaube es nicht. 

So bleibt also, trotz des pasigraphischen Apparates, die 
Frage ungelost. Was folgt daraus? Sobald es sich nur 
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darum handelt zu beweisen, daB „Eins“ eine Zahl ist, ge- 
nugt die Pasigraphie , aber sobald eine Schwierigkeit ent- 
steht, sobald eine Antinomie zu I5sen ist, versagt die Pasi- 
graphie. 

Viertes Kapitel. 

Die neue Logik. 

I. 

Die Russellsche Logik. 

Um das von ihr beanspruchte Ansehen zu retten, muBte 
sich die Logik einer Umwandlung unterwerfen. Es ent- 
standen neue Logiken, und die interessanteste unter ihnen 
ist diejenige von RusselL Es scheint, daB man uber die 
formale Logik nichts Neues schreiben konnte und daB Ari- 
stoteles sie ganz erschdpft hat. Aber das Gebiet , welches 
Russell der Logik einraumt, ist unendlich ausgedehnter 
als das der klassischen Logik, und dieser Forscher fand 
Mittel und Wege, sich uber die logischen Probleme in ori- 
gineller und manchmal auch richtiger Weise zu auBem. 

Wahrend die Logik des Aristo teles vor allem eine Lo- 
gik der Cber- und Unterordnung von Begriffen ist und 
als Ausgangspunkt die Beziehung des Subjektes zum Pradi- 
kate nimmt, ordnet Russell diese Subsummierungslogik 
(Klassenlogik) der Logik der Urteile und Beweise unter. 
Der klassische Syllogismus: „Sokrates ist ein Mensch" usw., 
macht dem hypothetischen Syllogismus Platz: „Wenn A 
richtig ist, ist B ebenfalls richtig", oder: „wenn B richtig 
ist, ist auch C richtig" usw. Darauf beruht, nach meiner 
Meinung, eine der glucklichsten Ideen, denn der klassische 
Syllogismus ist leicht auf den hypothetischen Syllogismus 
zuruckzufuhren, wahrend die umgekehrte Transformation 
schwierig ware. 

Das ist aber noch nicht alles; die Logik der Urteile 
Russells ist eigentlich das Studium der Gesetze, nach wel- 
chen sich die Kombinationen der Konjunktionen „wenn, und, 

Poincarfe: Wissenscbaft and Method© 10 
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oder“, und der Negation „nicht“ bilden. Das ist eine be- 
deutende Erweiterung der alten Logik. Die Eigenschaften 
des klassischen Syllogismus lassen sich obne Muhe auf den 
hypothetischen Syllogismus ubertragen, und in den Formeln 
dieses letzteren erkennt man leicht die scholastischen For- 
men wieder; man findet da alles Wesentliche der klassischen 
Logik. Die Theorie des Syllogismus ist immer nur die Syn- 
tax der Konjunktion „wenn“ und vielleicht der Negation. 

Indem Russell zwei andere Konjunktionen „und“ und 
„oder“ hinzufugt , erdffnet er der Logik ein neues Gebiet. 
Diese Zeichen „und, oder“ folgen denselben Gesetzen wie 
die beiden Zeichen x und +, d. h. den kommutativen, 
assoziativen und distributiven Gesetzen. So stellt „und“ 
nach Russell die logische Multiplikation dar, wahrend 
„oder“ die logische Addition darstellt. Auch das ist sehr 
interessant. 

Russell kommt zu dem Schlusse , daB ein falsches Ur- 
teil, ganz gleich welcher Art, alle anderen richtigen oder 
falschen Urteile mit in sich einschlieBt. Nach Couturats 
Meinung erscheint diese SchluBfolgerung anfanglich paradox. 
Es genugt indessen, eine schlechte mathematische Doktor- 
arbeit korrigiert zu haben, um zu erkennen, daB Russell 
recht hat. Der Kandidat gibt sich oft die groBte Muhe, 
um die erste falsche Gleichung zu finden; sobald er sie 
aber gefunden hat, ist es ihm ein Leichtes, die uberraschend- 
sten Resultate zu sammeln, von denen einige sogar ganz 
richtig sein konnen. 47 ) 

n. 

Man sieht daraus, um wieviel reichhaltiger die neue Logik 
ist als die klassische Logik; die Symbole haben sich ver- 
vielfaltigt und gestatten verschiedene Verbindungen, welche 
nicht mehr in begrenzter Anzahl vorhanden sind. 
1st man berechtigt, diese Erweiterung mit der Bedeutung 
des Wortes logisch vorzunehmen? Es ware unnutz, diese 
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Frage naher zu erortem und mit Russell einen leeren Wort- 
streit anzufangen. Wir wollen ihm das, was er verlangt, be- 
willigen , uns aber nicht daruber aufregen, wenn gewisse 
Wahrheiten, welche man, im alten Sinne des Wortes, als 
auf die Logik unreduzierbar erklarte, im neuen Sinne die- 
ses Wortes als wohl auf die Logik reduzierbar findet, weil 
eben dieser neue Sinn von dem alten ganzlich verschie- 
den ist. 

Wir fuhrten eine stattliche Anzahl neuer Begriflfe ein, und 
es waren nicht lediglich einfache Kombinationen der alten 
Begriffe. Russell hat sich darin nicht getauscht, und nicht 
nur bei Beginn des ersten Kapitels, bei Behandlung der 
Logik der Urteile, sondem auch bei Beginn des zweiten 
und dritten Kapitels, bei denen es sich um die Logik der 
Subsummationen („Klassen-Kalkul“) und der Beziehungen 
handelt, fuhrt er neue Worter ein, die er selbst fur uner- 
klarbar halt. 

Und weiter: er fuhrt ruhig Prinzipien ein, die er fur un- 
beweisbar erklart. Aber diese unbeweisbaren Prinzipien 
sind Berufungen auf die Intuition, sind synthetische Urteile 
a priori. Wir halten sie fur intuitiv, wenn wir ihnen, in 
groBerer Oder geringerer Scharfe ausgesprochen, in mathe- 
mathischen Abhandlungen begegnen ; haben diese unbeweis- 
baren Prinzipien ihren Charakter geandert, weil der Sinn 
des Wortes „Logik“ so erweitert ist, wie wir es in seinem 
Werke, betitelt:>Lehrbuch der Logik finden? Sie habem 
nicht ihre innere Natur verandert, sondern nur 
ihren Platz. 


III. 

Kann man diese Prinzipien vielleicht als verkleidete De- 
finitionen betrachten? Wenn dem so ware, so muBte man 
ein Mittel an der Hand haben, um zu beweisen, daB diese 
verkleideten Definitionen keinen Widerspruch enthalten. 
Man muBte feststellen, daB man sich, soweit man auch die 

10* 


Digitized by v^ooQle 



II. Bach. Die m&thematische Schluflweise 


148 

Reihe der SchluBfolgerungen verfolgt, niemals dem Wider- 
spruche aussetzt. 

Man konnte versuchen, folgendermafien zu schluBfolgem: 
Wir konnen verifizieren , daB die Operationen der nenen 
Logik, wenn sie auf widerspruchsfreie Pramissen angewandt 
werden, nur Folgerungen ergeben k6nnen, die gleichfalls 
von Widerspruchen frei sind. Wenn wir also in n Opera- 
tionen auf keinen Widerspruch stoBen, so werden wir einem 
solchen auch nicht in der (n + i)* 611 Operation begegnen. 
Es ist demnach unmdglich , daB es einen Moment gibt, in 
dem der Widerspruch beginnt, was beweist, daB wir ihm 
niemals begegnen werden. Sind wir wirklich berechtigt, so 
zu schluBfolgem? Nein, denn das hieBe den SchluB der 
vollstandigen Induktion anwenden; und das Prinzip der 
vollstandigen Induktion ist — wir wollen es uns 
immer wieder ins Gedachtnis zuruckrufen — uns 
noch vollig unbekannt. 

Wir sind also nicht berechtigt, diese Axiome als verklei- 
dete Definitionen anzusehen, und es bleibt nur noch ein 
Ausweg: wir mussen fur jedes dieser Axiome einen neuen 
Akt der Intuition zulassen. Das ist auch, wie ich glaube, 
die Meinung von Russell und Couturat. 

So ergibt sich also : die neun unerklarbaren Begriffe und 
die zwanzig unbeweisbaren Urteile (ich glaube, daB ich 
leicht noch mehr herausfinden wurde, wenn ich sie gezahlt 
hatte), welche die Grundlage der neuen Logik, der Logik 
im erweiterten Sinn ausmachen, setzen voraus, daB fur jeden 
dieser Begriffe und fur jedes Urteil ein neuer und von un- 
serer Intuition unabhangiger Akt stattfindet, und — warum 
sollte man es nicht so nennen: ein wirkliohes synthetisches 
Urteil a priori. Ober diesen Punkt ist alle Welt einig; aber 
was Russell noch weiter beansprucht und was mir zwei- 
felhaft erscheint, ist, daB die Sache mit diesen Be- 
rufungen auf die Intuition beendigt sein soil; daB 
man nichts anderes mehr zu tun hatte und daB man 
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die ganze Mathematik begrunden kdnnte, ohne ir- 
gendein neues Element einzufuhren (d. h. ohne noch 
weiterer Berufungen auf die Intuition zu bedurfen). 


IV. 

Couturat wiederholt ofters, dab die neue Logik ganz- 
lich unabhangig von der Vorstellung der Zahl sei. Ich will 
mir nicht die Zeit nehmen nachzuzahlen , wie viele Zahl* 
wdrter seine Darstellung enthalt, sowohl Kardinalzahlen als 1 
Ordinalzahlen, oder unbestimmte Adjektive (wie z. B. das 
Wort „mehrere“). Wir wollen hier nur einige Beispiele an- 
fuhren: 

„Das logische Produkt von zwei oder mehreren Ur- 
teilen ist . . 

„Alle Urteile sind zweier und nur zweier Werte, wahr 
und falsch, fahig.“ 

„Das relative Produkt von zwei Beziehungen ist wieder 
eine Beziehung" ; 

„Eine Beziehung findet zwischen zwei Gliedem statt", 
usw. usw. 48 ) 

Manchmal wurde es nicht unmoglich sein, solche Schwierig* 
keiten zu umgehen, manchmal aber ist die Schwierigkeit un- 
vermeidlich. Ohne das Vorhandensein zweier Glieder ist 
eine Beziehung zwischen ihnen unden kbar; es ist unmog- 
lich, eine Intuition von dieser Beziehung zu haben, ohne 
zu bemerken, dab es eben zwei sind; denn um die Be- 
ziehung verstandlich zu machen, sind zwei Glieder und eben 
nur zwei Glieder notig. 


V. 

Die Arithmetik. 

Ich komme nun zu dem, was Couturat die Ordinal- 
theorie nennt, und was die Grundlage der eigentlichen 
Arithmetik ausmacht. Couturat beginnt mit der Aussage 
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von funf Peanoschen Axiomen, die, nach den Beweisfuh- 
rungen von P e a n o and P a d o a voneinander unabhangig sind : 

I. Null ist eine ganze Zahl. 

II. Null folgt auf eine ganze Zahl. 

III. Die auf eine ganze Zahl folgende Zahl ist eine ganze 
Zahl (hier muBte man hinzufugen: fur jede ganze 
Zahl gibt es eine auf ihr folgende Zahl). 

IV. Zwei ganze Zahlen sind gleich, wenn die auf sie 
folgenden Zahlen es sind. 

V. Das funfte Axiom ist das Prinzip der vollstandigen 
Induktion. 

Couturat sieht diese Axiome als verkleidete Definitionen 
an; sie bilden die Definition durch Postulate von Null, von 
„folgend“, und von der ganzen Zahl. 49 ) 

Aber wir bemerkten vorher, daB man, damit eine Defini- 
tion durch Postulate angenommen werden kann, feststellen 
muBte, daB sie keinen Widerspruch enthalt. 

Ist das nun hierbei der Fall? Nicht im geringsten. Der 
Beweis kann nicht „durch dasBeispiel" erbracht werden. 
Man kann nicht einen Teil der ganzen Zahlen auswahlen, 
die drei ersten z. B., und beweisen, daB sie der Definition 
genugen. 

Wenn ich die Reihe: o, 1, 2, nehme, so bemerke ich 
wohl, daB sie den Axiomen I, II, IV und V genugen; aber, 
damit die Reihe dem Axiome III genuge, muB 3 vor allem 
eine ganze Zahl sein, und darum muB die Reihe o, 1, 2, 3 
den Axiomen genugen; man verifiziert, daB sie den Axiomen 
I, II, IV, V genugt, aber das Axiom III verlangt durchaus, 
daB 4 eine ganze Zahl sei und daB die Reihe o, 1, 2, 3, 4 
den Axiomen genuge, und so fort. 

Es ist also unm5glich, die Axiome fur einige ganze Zahlen 
zu beweisen, ohne sie fur alle Zahlen zu beweisen; man 
mufi also auf die Beweisfuhrung durch das Beispiel ver- 
zichten. 
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Es ist folglich notwendig, alle Folgerungen unserer Axi- 
om e zusammen ins Auge zu fassen und darauf hin za prufen, 
ob sie einen Widerspruch enthalten. Wenn diese Folge- 
rungen in endlicher Zahl waren, so ware die Sache leicht, 
aber sie sind in unendlicher Zahl; sie bilden die ganze Ma- 
thematik, oder zum wenigsten die ganze Arithmetik. 

Was also nun tun? Strenge genommen konnte man viel- 
leicht die oben unter Nr. Ill entwickelten SchluBfolgerungen 
(S. 148) wiederholen. 

Wir sagtenaber, diese SchluBfolgerung ist die voll- 
standige Induktion, und tatsachlich handelt es sich jetzt 
gerade darum, das Prinzip der vollstandigen Induktion zu 
rechtfertigen. 

VI. 

Die Hilbertsche Logik. 

Ich komme jetzt zu der Hauptarbeit von Hilbert auf 
dem Gebiete der Logik; er trug sie auf dem Mathematiker- 
kongreB in Heidelberg vor; eine franzosische Ubersetzung von 
Pierre Boutroux erschien in der Zeitschrift ,,1’Enseigne- 
ment math6matique‘* und eine englische Obersetzung von 
Hals ted in The Monist. 50 ) In dieser Arbeit, in welcher 
man die tiefsten Gedanken findet, verfolgt der Verfasser ein 
dem Russellschen ahnliches Ziel, aber in vielen Punkten 
weicht er von seinem Vorganger ab. 

„Allein bei aufmerksamer Betrachtung“ , so sagt Hil- 
bert, „werden wir gewahr, daB bei der hergebrachten Dar- 
stellung der Gesetze der Logik gewisse arithmetische Grund- 
begriffe, z. B. der Begriff der Menge, zum Teil auch der 
Begriff der Zahl bereits zur Verwendung kommen. Wir ge- 
raten so in eine Zwickmuhle, und zur Vermeidung von Pa- 
radoxen ist daher eine teilweise gleichzeitige Entwicklung 
der Gesetze der Logik und der Arithmetik erforderlich.“ 

Weiter oben sahen wir, daB das, was Hilbert von den 
Prinzipien der Logik sagt: so wie man sie gewohnlich 
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darstellt, ebenso auf die Russellsche Logik anwendbar 
ist Anch nach Russel geht die Logik der Arithmetik vor- 
an; nach Hilbert sind die Prinzipien ,,simultan“. Wir wer- 
den weiterhin weit tiefgehendere Unterschiede finden. Wir 
werden dieselben, je nachdem sie sich uns darstellen, her- 
vorheben; ich ziehe es vor, Schritt f&r Schritt der Entwick- 
lung des Hilbertschen Gedankens zu folgen, indem ich 
die wichtigsten Stellen genau wortlich anfuhre: 

„Wir legen unserer Betrachtung zunachst ein Gedanken- 
ding i zugrunde.“ „Wir erinnem daran, dafi wir hierbei 
keineswegs den Begriff der Zahl voraussetzen, denn wohl- 
verstanden: das Zeichen i ist hier ein Symbol, und wir haben 
uns doch durchaus nicht um die Bedeutung desselben zu 
kummem.“ „Die Zusammenfassungen dieses Dinges“, fahrt 
Hilbert fort, „mit sich zu je zwei, drei oder mehr Malen . . 
Halt! In diesem Falle gilt die eben von uns gemachte Be- 
merkung nicht mehr; wenn wir die Worte: „zwei“, „drei“, 
und uberhaupt „mehrere“ einfuhren, so fuhren wir damit 
den Zahlbegriff ein; und die Definition der endlichen gan- 
zen Zahl, welche wir sogleich finden werden, kommt dann 
etwas zu spat. Der Verfasser ist viel zu scharfsinnig, um 
diese petitio principii nicht zu bemerken. Deshalb sucht 
er am Schlusse seiner Abhandlung die Lucke zu bemanteln. 

Hilbert fuhrt in der Folge zwei einfache Gedankendinge : 
i und — ein und betrachtet alle Kombinationen dieser bei- 
den Dinge, darauf alle Kombinationen ihrer Kombinationen 
usw. Es versteht sich von selbst, dafi man die gewohnliche Be- 
deutung dieser beiden Zeichen vergessen mufi und ihnen viel- 
mehr keinerlei Bedeutung beilegen darf. Er teilt darauf diese 
Kombinationen in zwei Klassen, in die Klasse der „Seienden u 
und in diejenige der ,, Nicht seien den und bis auf weiteres 
ist diese Einteilung vollkommen willkurlich; jedes bejahende 
Urteil lehrt uns, dafi eine Kombination zu der Klasse der 
Seienden gehort; jedes vemeinende Urteil lehrt uns, dafi eine 
gewisse Kombination zu der Klasse der Nichtseienden gehort. 
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VII. 

Wir wollen jetzt einen Unterschied hervorheben, der von 
der einschneidendsten Bedeutung is t. Bei Russell ist ein 
willkurliches Objekt, das er mit x bezeichnet, ein abso- 
lut unbestimmtes Objekt, uber das er nichts voraussetzt; bei 
Hilbert ist dieses Objekt eine durch die Symbole i und=* 
gebildete Kombination; er wiirde nicht begreifen konnen, 
dafi man etwas anderes als Kombinationen zwischen bereits 
definierten Objekten einfuhrt. Hilbert formuliert ubrigens 
diesen Gedanken in denkbar annehmbarer Weise, und ich 
glanbe seinen Wortlaut in ex ten so anfuhren zu mussen: 
„In den Axiomen vertreten die Willkurlichen — als Ersatz 
fur den Begriff „jedes“ oder „alle“ in der ublichen Logik 
— nur diejenigen Gedankendinge und deren Kombinationen 
untereinander, die auf jenem Standpunkt (namlich dem in 
der Entwicklung der Theorie erlangten Standpunkte) zu- 
grunde gelegt sind Oder neu definiert werden sollen. Bei 
der Herleitung von Folgerungen aus den Axiomen durfen 
daher die Willkurlichen, die in den Axiomen auftreten, nur 
durch solche Gedankendinge und deren Kombinationen er- 
setzt werden. Auch ist in gehoriger Weise zu berucksich- 
tigen, dafi durch die Zufugung und Zugrundelegung eines 
neuen Gedankendinges die bisherigen Axiome eine Erwei- 
terung ihrer Giiltigkeit erfahren bzw. einer sinngemaBen Ab- 
anderung zu unterwerfen sind. M 

Hier tritt uns der Kontrast mit der Anschauungsweise 
Russells deutlich vor Augen. Nach Russell konnten wir 
an Stelle von x nicht nur schon bekannte Objekte, sondem 
irgend etwas setzen. Russell bleibt seinem Gesichtspunkte 
treu: namlich dem der Zusammenfassung. Er geht von der 
allgemeinen Idee des Seienden aus und bereichert diese 
Idee immer mehr, indem er sie zugleich beschrankt und 
doch neue Eigenschaften hinzufugt. Hilbert erkennt — 
im Gegenteil — als mogliche Objekte nur Kombinationen 
zwischen schon bekannten Objekten an, so dab man (wenn 
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man nur einen Teil seines Gedankenganges berucksichtigt) 
sagen konnte, er stellt sich auf den Gesicbtspunkt der all- 
mahlichen Ansdehnnng. 

VIII. 

Wir wollen die Entwicklung der Hilbertschen Ideen 
weiter verfolgen. Er fuhrt zwei Axiome ein, die er in seiner 
symbolischen Sprache ausspricht und die in unserer gewdhn- 
lichen Sprache lauten: jede GroBe ist gleich sich selbst, und 
jedes auf zwei identische Grofien ausgeubte Verfahren er- 
gibt identische Resultate. In dieser Form ausgesprochen, 
sind die Axiome evident, aber sie so darstellen hieBe an 
dem Gedankengange Hilberts Verrat uben. Nach ihm hat 
die Mathematik nur reine Symbole zu kombinieren und der 
wahre Mathematiker soli aus diesen Symbolen schluBfolgem, 
ohne sich um ihre Bedeutung zu kummem. Ebenso bedeu- 
ten seine Axiome fur ihn etwas anderes als fur den gewohn- 
lichen Menschen. 

Nach ihm stellen diese Axiome die Definition durch Po- 
stulate fur das Symbol — dar, das bis jetzt ohne Bedeutung 
war. Um aber diese Definition zu rechtfertigen, muB Hil- 
bert zeigen, daB die zwei Axiome zu keinem Widerspruch 
fuhren. 

Zu dem Zwecke bedient sich Hilbert der oben im Ab- 
schnitte HI (S. 148) von uns besprochenen SchluBweise, 
bemerkt aber nicht, daB er dabei das Prinzip der vollstan- 
digen Induktion zur Anwendung bringt. 

IX. 

Der SchluB der Hilbertschen Abhandlung ist vollig rat- 
selhaft, und wir wollen darauf nicht weiter eingehen. Die Wi- 
derspruche haufen sich; man merkt, wie der Verfasser eine 
unbestimmte Ahnung der von ihm begangenen petitio prin- 
cipii hat, und wie er sich vergeblich bemuht, die Lucken 
seiner SchluBfolgerung zu uberbrucken. 
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Das Resultat dieser Darlegungen konnen wir in folgen- 
der Form aussprechen: In demselben Augenblick, in 
dem Hilbert beweisen will, daB die Definition der 
ganzen Zahl durch das Axiom der vollstandigen 
Induktion keinen Widerspruch enthalt, versagen 
ihm die Krafte, wie sie bei Russell und Couturat 
versagten, weil die Schwierigkeit zu groB ist. 

X. 

Die Geometrie. 

Nach der Meinung von Couturat ist die Geometrie ein 
unermeBlich ausgedehntes Lehrgebaude, bei dem das Prin- 
zip der vollstandigen Induktion nicht in Betracht kommt. 
Das stimmt bis zu einem gewissen Grade; man kann nicht 
sagen, daB das Prinzip nicht in Betracht kommt, aber es 
kommt wenig in Betracht. Ich erinnere an die „Rational 
Geometry* 4 vonHalsted (Newyork, John Wiley and Sons, 
1904), die auf den Hilbertschen Prinzipien beruht; hier 
wird das Prinzip der Induktion zum ersten Male aufSeite 114 
(wenn ich nicht irre) angewandt. 

Somit ist die Geometrie, die noch vor wenigen Jahren als 
ein Gebiet erschien, in dem die Intuition unbestritten 
herrschte, heute das Gebiet, in dem die Logistiker zu tri- 
umphieren scheinen. Nichts laBt deutlicher die Bedeutung 
der geometrischen Arbeiten Hilberts ermessen und den 
tiefen EinfluB, den sie auf unsere Begriffsbildung ausubten. 

Man mufi sich dabei aber keiner Tauschung hingeben. 
Was ist — kurz gesagt — das fundamentale The- 
orem der Geometrie? Es ist die Tatsache, daB die 
geometrischen Axiome keinen Widerspruch ent- 
halten, und das kann man nicht ohne das Prinzip 
der Induktion beweisen. 

Wie beweist Hilbert diesen wesentlichen Punkt? Er tut 
es, indem er sich auf die Analysis und durch sie auf die 
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Arithmetik stutzt, und durch diese wiederum auf das Prinzip 
der Induktion. 61 ) 

Wenn man jemals eine andere Beweisfuhrang erfande, so 
mufite man sich doch immer anf dieses Prinzip berufen, 
weil die moglichen SchluBfolgerangen aus den Axiomen, von 
denen man beweisen muB, daB sie sich nicht widersprechen, 
unzahlig sind. 

XI. 

SchluBfolgernngen. 

Zunachst schlieBen wir hieraus, daB das Induktions- 
prinzip nicht als die verkleidete Definition des 
ganzen Weltalls betrachtet werden darf. 

Unbestreitbar sind folgende drei Wahrheiten: 

Das Prinzip der vollstandigen Induktion. 

Das Postulat von Euklid* 

Das physikalische Gesetz, nach welchem der Phos- 
phor bei 44 0 schmilzt (das von Le Roy erwahnt 
wird). 

Man sagt gewohnlich: dies sind drei verkleidete Defini- 
tionen, erstens die Definition der ganzen Zahl, zweitens die 
Definition der geraden Linie, drittens die Definition des Phos- 
phors. 

Ich gebe das zu fur den zweiten Satz, aber nicht fur die 
beiden anderen; den Grand fur diese scheinbare Inkonse- 
quenz muB ich hier erortem. 

Zunachst haben wir gesehen, daB eine Definition nur an- 
genommen werden darf, wenn festgestellt ist, daB sie keinen 
Widerspruch enthalt. Fur die erste der obigen drei Defini- 
tionen haben wir gezeigt, daB ein solcher Beweis unmoglich 
ist; fur die zweite dagegen hatte Hilbert, wie wir soeben 
erwahnten, einen vollstandigen Beweis gegeben. 

Fur die dritte Definition ist es klar, daB sie keinen Wi- 
derspruch enthalt : aber ist es deshalb sicher, daB diese De- 
finition, wie sie es doch mufite, die Existenz des definierten 


Digitized by v^ooQle 



4. Kap. Die nene Logik 


157 


Objektes garantiert? Wir sind hier nicht mehr im Gebiete 
der mathematischen, sondera im Gebiete der physikalischen 
Wissenschaft, und das Wort Existenz hat folglich nicht mehr 
denselben Sinn (vgl. oben S. 137 und 150); es bezeichnet 
nicht mehr die Freiheit von Widersprnchen, sondem die ob- 
jektive Existenz. 

Dies ist ein »erster Grand fur die oben gemachte Unter- 
scheidung zwischen den drei Fallen ; ein anderer Grand ist 
der folgende. Bedienen wir uns dieser drei Begriffe bei 
Anwendung derselben so, als wenn sie uns durch obige drei 
Satze definiert waren? 

Die moglichen Anwendungen des Induktionsprinzipes sind 
unzahlig; nehmen wir z. B. eine der von uns oben darge- 
legten Anwendungen, bei der man zu beweisen sucht, daB 
ein gewisses System von Axiomen nicht zu einem Wider- 
sprache fuhren kann. Zu dem Zwecke betrachten wir eine 
der SchluBreihen, die sich aus den vorausgesetzten Axiomen 
ableiten lassen. 

Wenn man den Schlufi gezogen hat, so sieht man, 
daB man noch einen weiteren ziehen kann, und das ist der 
(»+ I ) te J die Zahl n dient hier zum Zahlen einer Reihe von 
sukzessiven Operationen, sie ist eine Zahl, die durch sukzes- 
sive Additionen erhalten werden kann. Sie ist also auch eine 
Zahl, von der aus man durch sukzessive Subtraktionen 
zur Einheit zurackkehren kann. OfFenbar konnte man das 
nicht, wenn n=n — 1 ware, denn dann wurde man durch Sub- 
traktion immer dieselbe Zahl wieder finden. Die Art und 
Weise, wie wir die Zahl n hier betrachtet haben, schliefit also 
eine Definition der endlichen ganzen Zahl ein, und diese 
Definition ist die folgende: eine endliche ganze Zahl 
ist eine solche, die durch sukzessive Additionen 
erhalten werden kann, und bei der niemals n gleich 
n — 1 ist. 

Um was handelt es sich nun bei der obigen Reihe von 
Schlussen? Wir beweisen, daB es beim (w+i)*® 11 Schlusse 
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keinen Widerspruch geben kann, wenn ein solcher beim 
Schlusse nicht anftrat, und wir schlieBen daraus, daB niemals 
ein Widerspruch auftreten kann. , ,Ja“ wird man sagen, „ich 
habe dasRecht so zu schlieBen, weil die ganzen Zahlen der De- 
finition nach solche Zahlen sind, fur die ein derartiger SchluB 
berechtigt ist“ ; indessen hierbei wird eine andere Definition 
der ganzen Zahl vorausgesetzt, und zwar die folgende: eine 
ganze Zahl ist eine solche, fur welche die rekur- 
rente SchluBweise erlaubt ist; im vorliegenden Falle 
also eine solche Zahl, von der man behaupten kann, daB fur 
keinen SchluB, dessen Nummer eine ganze Zahl ist, jemals 
ein Widerspruch zu befurchten sei, wenn die Widerspruchs- 
freiheit fur einen SchluB, dessen Nummer eine ganze Zahl 
ist, zur Folge hat, daB auch der SchluB, dessen Nummer die 
nachste ganze Zahl ist, keinen Widerspruch enthalt. 

Beide Definitionen sind nicht identisch; zweifellos sind 
sie einander Equivalent, aber nur infolge eines synthetischen 
Urteils a priori; von der einen zur andem kann man nicht 
durch rein logische Prozesse ubergehen. Wir haben folglich 
nicht das Recht, die zweite Definition anzuwenden, nachdem 
wir die ganze Zahl auf einem Wege eingefuhrt haben, der 
die erste Definition voraussetzt. 52 ) 

Wie steht es im Gegensatze hierzu mit dem Postulate von 
der geraden Linie? Das habe ich schon so oft auseinander- 
gesetzt, daB ich es nur zogernd wiederholen kann: ich be- 
schranke mich darauf, meine Meinung kurz zusammenzu- 
fassen. 

Wir haben hier nicht, wie im vorhergehenden Falle, zwei 
aquivalente Definitionen, die logisch nicht aufeinander zu- 
riickfuhrbar sind. Wir haben nur eine Definition, und diese ist 
durch Worte ausdruckbar. Man wird sagen, es gibt noch eine 
andere Definition, die wir fuhlen, ohne sie aussprechen zu 
konnen, denn wir haben die Anschauung von der geraden 
Linie, und wir konnen uns dieselbe vorstellen. Aber wir kon- 
nen sie uns nicht im geometrischen Raume vorstellen, sondera 
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nur im Vorstellungsraume, und wir konnen uns ebensogut 
Dinge vorstellen, die alle anderen Eigenschaften der geraden 
Linie besitzen, nur nicht dem Euklidischen Postulate genugen. 
Diese Dinge sind „die Nicht-Euklidischen geraden Linien", 
welche durchaus nicht jeder realen Bedeutung entbehren, 
sondem in gewissem Sinne als Kreise vorgestellt werden 
konnen, (als wirkliche Kreise im wirklichen Raume), die zu 
einer gewissen Kugel orthogonal sind. Wenn wir die ersteren 
(die Euklidischen Geraden) als gerade Linien bezeichnen und 
nicht die letzteren (die Nicht-Euklidischen Geraden), so ge- 
schieht dies auf Grund der Definition. 5 *) 

Was endlich das dritte Beispiel, die Definition des Phos- 
phors, betrifft, so sehen wir, daB die wahre Definition folgender- 
mafien lauten mufite: Phosphor nenne ich das Stuck Materie, 
das ich vor mir in der Flasche habe. 

XII. 

Da ich gerade bei diesem Gegenstande bin, will ich noch 
eine Bemerkung hinzufugen. Ober das Beispiel des Phos- 
phors hatte ich bei anderer Gelegenheit folgendes gesagt: 
„Dieser Satz ist ein wirkliches verifizierbares physikalisches 
Gesetz, denn er sagt aus, daB alle Korper, welche alle an- 
deren Eigenschaften des Phosphors auBer dem Schmelzpunkt 
desselben besitzen, auch wie der Phosphor bei 44 0 schmelzen.“ 
Darauf hat man mir erwidert: „Nein, dieses Gesetz ist nicht 
verifizierbar, denn, wenn man durch Beobachtung festgestellt 
hatte, daB von zwei dem Phosphor ahnlichen Korpem der 
eine bei 44 0 , der andere bei 50 0 schmilzt, so konnte man 
sicher behaupten, daB diese beiden Korper sich nicht bloB 
durch den Schmelzpunkt, sondem noch durch eine andere, 
wenn auch unbekannte Eigenschaft nnterscheiden.“ 

Aber das gibt nicht genau wieder, was ich sagen wollte; 
ich hatte mich in folgender Weise ausdrucken sollen: alle 
Korper, welche die und die Eigenschaften in endlicher An- 
zahl besitzen (namlich die Eigenschaften des Phosphors, wie 
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sie in jedem Lehrbuch der Chemie aufgefuhrt sind) , fiber 
deren Schmelzpunkt ich aber nichts weiB, schmelzen sicher 
bei 44°. 

Um den Unterschied zwischen dem Falle der geraden 
Linie nnd dem Falle des Phosphors noch mehr hervortreten 
zn lassen, moge noch folgendes bemerkt werden. Von der 
geraden Linie besitzen wir in der Natnr verschiedene mehr 
oder weniger unvollkommene Bilder, hauptsachlich den Licht- 
strahl nnd die Rotationsachse eines starren Korpers. Ich will 
annehmen, man habe festgestellt, daB der Lichtstrahl dem 
Postulate Euklids nicht genfigt (z. B. in dem man zeigt, daft 
ein Stem eine negative Parallaxe hat), was werden wir daraus 
folgem? Werden wir schliefien, daB die Gerade, die der 
Definition nach mit dem Lichtstrahle identisch ist, dem 
Postulate nicht genugt, oder lieber, daB die Gerade der 
Definition nach dem Postulate genugt, der Lichtstrahl aber 
nicht geradlinig ist? 

Wir konnen sicher nach Belieben die eine oder die andere 
Definition annehmen und folglich den einen oder den andem 
SchluB ziehen; es ware indessen unsinnig, die erste Definition 
anzunehmen, denn der Lichtstrahl genugt wahrscheinlich nicht 
nur dem Euklidschen Postulate nur unvollkommen, sondern 
ebenso unvollkommen den anderen Eigenschaften der geraden 
Linie. Ebenso wie er von der Euklidischen geraden Linie 
abweicht, weicht er auch von der Rotationsachse eines starren 
Kdrpers ab, die ein anderes unvollkommenes Bild der Ge- 
raden darstellt; der Lichtstrahl endlich ist sicher gewissen 
Veranderungen unterworfen, und folglich wfirde eine Linie, 
die gestern gerade war (wenn der Lichtstrahl zu ihrer Defini- 
tion diente) morgen nicht mehr gerade sein, sobald irgend- 
welche physikalische Verhaltnisse sich geandert haben. 

Nehmen wir nun an, man habe die Entdeckung gemacht, 
daB der Phosphor nicht bei 44 0 , sondern bei 43,9° schmilzt, 
werden wir daraus schliefien mfissen, daB der Phosphor, der 
als ein bei 44 0 schmelzender Korper definiert ist, dieser 
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Korper, den wir bisher Phosphor nannten, kein richtiger 
Phosphor sei, oder werden wir nicht lieber schlieBen, daB 
der Phosphor bei 43,9° und nicht bei 44 0 schmilzt? Auch 
hier kdnnen wir nach Belieben jede der beiden Definitionen 
annehmen und folglich auch jeden der beiden Schlusse ziehen; 
aber es ware unsinnig, die erste Definition anzunehmen, 
denn man kann den Namen eines Kdrpers nicht jedesmal 
andem, wenn man seinen Schmelzpunkt um eine Dezimale 
genauer bestimmt hat. 

XIII. 

Zusammenfassung. 

Russell und Hilbert haben beide einen wichtigen Schritt 
vorwarts getan; jeder von ihnen hat ein Buch geschrieben, 
das voll ist von originellen, tiefen und oft sehr beachtungs- 
werten Gesichtspunkten. Beide Bucher geben uns Veran- 
lassung zu tiefem Nachdenken, und wir haben viel aus ihnen 
zu lemen. Von ihren Resultaten sind einige, sogar viele lest 
begrundet und haben bleibenden Wert. 

Aber wenn man deshalb sagen wollte, daB sie den Streit 
zwischen Kant und Leibniz endgultig entschieden und die 
Kantsche Theorie der Mathematik widerlegt hatten, so ware 
das offenbar nicht richtig. Ich weiB nicht, ob sie wirklich 
selbst der Ansicht waren, dies getan zu haben; wenn sie 
aber der Ansicht waren, so haben sie sich getauscht. 


Funftes Kapitel. 

Die neuesten Arbeiten der Logistiker. 

1 . 

Die Logistiker haben versucht, auf die vorstehenden t)ber- 
legungen zu antworten. Zu dem Zwecke muBten sie die 
Logistik umformen; insbesondere hat Russel seine ursprung- 
lichen Ansichten in gewissen Punkten modifiziert. Ohne mich 
auf Einzelheiten des Streites einzulassen, mochte ich auf die 

Poincare: Wissenschaft und Methode II 
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beiden nach meiner Ansicht wichtigsten Fragen'hier zuriick- 
kommen, namlich: haben sich die Regeln der Logistik bisher 
als fruchtbar and anfehlbar erwiesen? 1st es wahr, dap sie 
das Prinzip der vollstandigen Indaktion za beweisen gestatten, 
ohne sich aaf die Intnition za berufen? 

IL 

Die Unfehlbarkeit der Logistik. 

Was die Fmchtbarkeit betrifft, so scheint sich Coatarat 
daraber Illasionen za machen. Nach ihm hat die Logistik 
der mathematischen Erfindung „Flugel and Siebenmeilen- 
stiefel 44 verliehen, and aaf der folgenden Seite sagt er: „Es 
sind jetzt zehn Jahre verflossen, seitPeano die erste 
Aasgabe seines Formalaire yerdffentlichte. 44 

Wie, seit zehn Jahren habt Ihr Flugel and seid noch immer 
nicht geflogen? 

Ich hege die groPeste Hochachtung far Peano; er hat 
schone Arbeiten gemacht (z. B. seine Arbeit fiber eine Kurve, 
welche eine ganze Flache aasfallt); aber schliePlich ist er 
nicht weiter gegangen and aach nicht schneller vorwarts ge- 
konunen als die meisten Mathematiker, die keine Flugel 
haben, und hatte alles ebenso erreicht, wenn er einfach za 
FaP gegangen ware. 64 ) 

Ich sehe im Gegenteil in der Logistik nar Fesseln fur den 
Denker; sie bedeutet fur ans keinen Gewinn an Kurze, ja, 
sie ist weit davon entfemt, and wenn sie 2 7 Gleichungen 
b^aucht, um festzustellen, daP 1 eine Zahl ist, wie viele Glei- 
chungen wurde sie dann wohl brauchen, am ein wirk- 
liches Theorem zu beweisen? Wenn wir nach Whitehead 
das Individuum x unterscheiden, dann die Klasse, deren 
einziges Glied x ist, and die ix heiPt, dann die Klasse, deren 
einziges Glied die Klasse ist, deren einziges Glied x ist and 
die mx heiPt: glaubt man etwa durch diese Unterscheidungen, 
so natzlich sie auch sein mogen, anser Vorwartskommen be- 
deatend erleichtem zu konnen? 
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Die Logistik zwingt uns alles das auszusprechen, was man 
gewdhnlich stillschweigend als selbstverstandlich voraussetzt; 
sie zwingt uns, Schritt fur Schritt vorzugehen; das mag ja 
wohl sicherer sein, aber schneller kommt man dabei gewifi 
nicht vorwarts. 

Ihr Logiker verleiht uns keineswegs Flugel, Ihr haltet uns 
nur am Gangelband. Dann hatten wir aber wenigstens das 
Recht von £uch zu verlangen, dafi Ihr uns damit vor dem 
Fallen bewahrt. Das ware dann Eure einzige Entschul- 
digung. 

Wenn ein Wertpapier keine bedeutenden Zinsen einbringt, 
so muB es doch wenigstens eine bescheidene Kapitalsanlage 
fur einen gewissenhaften Familienvater abgeben. 

Soil man nun Eueren Regeln blindlings folgen? Gewifi, 
denn sonst wurde nur allein die Intuition es uns ermoglichen, 
zwischen diesen Regeln zu unterscheiden; dann aber mufiten 
sie unfehlbar sein ; nur einer unfehlbaren Autoritat kann man 
blindes Vertrauen entgegenbringen. Diese Unfehlbarkeit ist 
eine Notwendigkeit fur Euch. Entweder Ihr seid unfehlbar 
Oder Ihr hdrt auf zu existieren. 

Ihr habt kein Recht uns zu sagen: „Wir geben zu, dafi 
wir uns tauschen, aber Ihr tauscht Euch auch.“ Wenn wir 
uns tauschen, so ist es ein Ungluck fur uns, ein sehr grofies 
Ungluck; fur Euch aber ist Tauschung gleichbedeutend mit 
Vemichtung. 

Saget auch nicht: Verhindert die Unfehlbarkeit der Arithy 
metik die Irrtumer bei der Addition? Die Rechnungsregeln 
sind unfehlbar, und doch sieht man, wie diejenigen sich 
tauschen, welche diese Regeln nicht richtig an- 
wen den; wenn man ihre Rechnung durchsieht, so bemerkt 
man sofort, bei welcher Stelle sie sich geirrt haben. Hier 
handelt es sich um mehr; die Logistiker haben ihre 
Regeln angewandt und haben sich doch in Widerspruche 
verwickelt; das stimmt in solchem Mafie, dafi sie sich an- 
schicken, diese Regeln zu andera und „den Begriff der 

11* 
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Klasse aufzugeben". Warum aber die Regeln andern, wenn 
sie unfehlbar waren? 

„Wir brauchen nicht“ — so meint Ihr — „hic et nunc 
— alle moglichen Probleme zu losen." Oh, soviel verlangen 
wir ja gar nicht von £uch; wenn Ihr, einem Problem gegen- 
ubergestelit, keine Ldsung gebt, so werden wir nichts dar- 
uber sagen; Ihr gebt uns aber im Gegenteil zwei Losungen 
eines Problems, welche einander widerspreqhen, und von 
denen deshalb eine zum mindesten falsch sein muB, und 
darin besteht der Bankerott der Logistik. 

Russell versucht es, diese Widerspruche auszugleichen; 
seiner Meinung nach kann man nichts tun als „den Begriff 
der Klasse beschranken Oder sogar aufgeben". 
Coutnrat zieht den Erfolg dieses Versuches in Erwagung 
and bemerkt dazu: „Wenn die Logistiker hier Erfolg haben, 
wo die anderen gescheitert sind, wird Poincar6 sich wohl 
an diesen Satz erinnem und den Ruhm der Ldsung der 
Logistik zuerkennen. 4 * 

Keineswegs: Die Logistik existiert, sie hat ihr Gesetzbuch, 
das schon vier Auflagen erlebte; oder vielmehr: dieses Ge- 
setzbuch ist eigentlich die Logistik. Will Russell uns den 
Beweis dafur erbringen, daB mindestens eine der beiden 
einander widersprechenden Beweisfuhrungen die Gesetze der 
Logik yerletzt habe? Nichts weniger als das: er schickt sich 
an, diese Gesetze zu andern und eine gewisse Anzahl von 
ihnen abzuschaffen. Wenn ihm das gelingt, dann werde ich 
Achtung vor der Intuition Russ ells haben, aber nicht vor 
der Logistik Peanos, iiber welche er dann das Todesurteil 
gesprochen hat. 66 ) 

IIL 

Die Zulassigkeit des Widerspruches. 

Ich habe der von den Logistikem angenommenen Defini- 
tion der ganzen Zahl zwei Haupteinwurfe entgegengestetzt 
Was gibt nun Couturat auf den ersten dieser Einwurfe fur 
eine Antwort? 
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Welche Bedeutung hat das Wort existieren in der 
Mathematik? Ich behauptete, es heifit: „frei von Widerspruch 
sein.“ Das bestreitet Couturat; er behauptet 66 ): „die logische 
Existenz ist etwas ganz anderes als ,frei von Widerspruch 
sein*. Sie besteht in der Tatsache, dab eine Klasse nicht 
leer bleibt; wenn man sagt; es existieren cfs, so heifit das: 
durch Definition festsetzen, dafi die Klasse a nicht Null ist.“ 
Es ist zweifellos, wenn man festsetzt, dafi die Klasse a nicht 
Null ist, so heifit das: durch Definition festsetzen, dafi es a ' s 
gibt. Aber die eine Festsetzung ist so sinnlos wie die andere, 
wenn sie nicht beide bedeuten: entweder, dafi man die a 
sehen und beruhren kann (das meinen die Physiker undNatur- 
forscher), Oder, dafi man sich ein a vorstellen kann, ohne in 
Widerspruche zu geraten (und das meinen die Logiker und 
die Mathematiker). 

Fur Couturat heifit es nicht: der Nichtwiderspruch bedingt 
die Existenz, sondem: die Existenz bedingt den Nichtwider- 
spruch. Um die Existenz einer Klasse festzustellen, mufi man 
also erst durch ein Beispiel feststellen, dafi es ein Indivi- 
duum gibt, das dieser Klasse angehort: „Aber“ — wird man 
erwidem — „wie beweist man die Existenz dieses Indivi- 
duums? Ist es nicht notwendig, dafi diese Existenz festge- 
stellt sei, damit man daraus die Existenz der Klasse, von 
der das Individuum ein Teil ist, ableiten kann? — Nein, 
dem ist nicht so: so paradox die Behauptung auch scheinen 
mag: man beweist niemals die Existenz eines Individuums. 
Die Individuen — eben weil sie Individuen sind — werden 
immer als schon vorhanden, also existierend, angesehen. 
Man hat niemals auszudrucken , dafi ein Individuum abso- 
lut genommen existiert, sondem nur, dafi es in einer Klasse 
existiert." Couturat findet seine eigene Behauptung para- 
dox; er wird sicher nicht der einzige sein. Diese Be- 
hauptung mufi aber doch einen Sinn haben; sie will ohne 
Zweifel aussagen, dafi die Existenz eines Individuums, das 
allein auf der Welt ist, und von dem man nichts aussagt, zu 
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keinem Widerspruche Veranlassung gibt; sobald das Indivi- 
duum allein ist, ist es klar, da£ es niemandem in den Weg 
kommen kann. Also gut, wir wollen die Existenz des Indi- 
viduums „absolut genommen" zulassen; aber nur in diesem 
Sinne lassen wir seine Existenz zu; es bleibt die Existenz 
des Individuums „in einer Klasse“ zu beweisen ubrig, und 
deshalb mufi man immer beweisen, daB die Aussage: „ dieses 
Individuum gehort zu dieser oder jener Klasse“ weder sich 
selbst, noch den anderen angenommenen Postulaten wider- 
spricht. 

Couturat sagt weiter: „Es ware eine willkurliche und 
verwerfliche AnmaBung zu behaupten, daB eine Definition 
erst dann gultig sei, nachdem man zuvor bewiesen hat, dafi 
sie keinen Widerspruch enthalt.“ Man konnte nicht ener- 
gischer und stolzer die Zulassigkeit des Widerspruches ver- 
kunden. 67 ) „Auf jeden Fall kommt die Last des Beweises 
denen zu, welche glauben, dafi diese Prinzipien sich wider- 
sprechen. Postulate werden als miteinander vertraglich vor- 
ausgesetzt bis zum Beweise des Gegenteils, genau so wie 
ein Angeklagter als unschuldig gilt, bis seine Schuld er- 
wiesen ist.“ 

Es ist unnutz beizufugen, dafi ich mit dieser Verkundigung 
der Freiheit des Widerspruchs nicht einverstanden bin. Man 
wird mir entgegensetzen : die verlangte Beweisfuhrung ist un- 
moglich, und man kann von uns Logikem nicht verlangen 
„den Mond vom Himmel zu holen“. Ganz recht; fur Euch 
ist der Beweis unmoglich, fur uns nicht; wir lassen eben das 
Induktionsprinzip als synthetisches Urteil a priori zu. Das 
ist fur Euch ebensogut eine Notwendigkeit wie fur uns. 

Um zu beweisen, das ein System von Postulaten keinen 
Widerspruch enthalt, muB man das vollstandige Induktions- 
prinzip anwenden; dieser Modus der Beweisfuhrung hat 
nichts „Bizarres“, sondern ist der einzig richtige. Es ist nicht 
„unwahrscheinlich (( , daB manihnjemals angewendet hatte; 
und es ist auch nicht schwer, fur diesen Modus „Beispiele 
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und fruhere Falle“ zu finden. Ich habe deren zwei in einer 
fraheren Erdrterung angefuhrt, welche der Hilbertschen 
Arbeit entnommen waren. Er ist nicht der einzige, der von 
dieser Schlufiweise Gebrauch machte, und die es nicht taten, 
hatten unrecht. Was ich Hilbert zum Vorwurf machte, war 
nicht seine Zuhilfenahme des Induktionsprinzipes (einem 
solchen Vollblutmathematiker war es nicht moglich, zu uber- 
sehen, dafi eine Beweisfuhrung notig war, und dafi gerade 
diese die einzig mogliche war); ich machte ihm nur zum 
Vorwurf, diese Beweisfuhrung zu Hilfe genommen zu haben, 
ohne sie als die rekurrente SchluBfolgerung zu erkennen 
(vgl. S. 154). 

IV. 

Der zweite Einwurf. 

Ich machte bereits auf einen zweiten logistischen Irrtum 
in der Hilbertschen Arbeit aufmerksam; heutzutage ist 
Hilbert in den Bann getan und Couturat laBt ihn nicht 
mehr als Logistiker gelten; nun wird mich Couturat fragen, 
ob ich bei den orthodoxen Logistikern denselben Fehler ge- 
funden habe. In den Seiten, die ich las, fand ich ihn nicht, 
und ich weifi nicht, ob ich ihn in den vierhundert Seiten, 
die sie noch weiter geschrieben haben, finden wufde; ich 
spure kein Verlangen, sie zu lesen. 

Die Logistiker mussen jenen Fehler begehen, sobald sie 
die mathematische Wissenschaft zu irgendwelcher Anwen- 
dung benutzen wollen. Der Zweck dieser Wissenschaft ist 
aber nicht nur, unentwegt ihr ureigenstes Selbst in Betracht 
zu ziehen; die Mathematik hat mit der Natur selbst Fuhlung, 
und fruher Oder spater wird sie mit ihr in enge Beruhrung 
kommen; dann wird es heiBen, die rein verbalen Defini- 
tionen abschutteln und sich nicht mehr mit Worten begnugen. 

Wir wollen auf das Beispiel Hilberts zuruckkommen; 
es handelt sich stets um die rekurrente Schlufiweise und ' 
um die Frage, ob ein System von Postulaten keinen Wider- 
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spruch enthalt. Couturat wird mir darauf zweifellos er- 
widem, daB ihn das nichts weiter angehe, aber vielleicht 
interessiert es doch diejenigen, welche nicht so wie er die 
Zulassigkeit des Widerspnichs verkunden. 

Wir wollen, wie schon oben, beweisen, daB wir nach 
einer beliebigen Anzahl von Schlussen keinem Widerspruche 
begegnen werden ; die Anzahl dieser Schlusse kann so groB 
sein wie sie will, nur muB sie endlich sein. Zu dem Zwecke 
muB man das Induktionsprinzip anwenden. Durfen wir unter 
einer endlichen Anzahl jede Zahl verstehen, auf welche das 
Induktionsprinzip der Definition nach anwendbar ist? Ganz 
gewiB nicht, das wurde zn den unbequemsten Konseqnenzen 
fuhren. 

Um das Recht zu haben, ein System von Postulaten auf- 
zustellen, mussen wir erst versichert sein, daB diese Postu- 
late keine Widerspruche enthalten. Das ist eine Wahr- 
heit, die von dem grofiten Teile der Gelehrten anerkannt 
wird, ich wurde von alien geschrieben haben, bevor ich 
die letzte Arbeit von Couturat gelesen hatte. Was be- 
deutet diese Wahrheit? Soli damit gesagt werden: nach 
einer endlichen Anzahl von Schlussen mussen wir sicher 
sein, keinem Widerspruche zu begegnen, wobei die end- 
lich e Zahl der Definition nach eine solche ist, welche alle 
Eigenschaften rekurrenter Natur besitzt, und zwar derart, 
daB wir ubereinkommen zu sagen, die fragliche Zahl ist 
nicht endlich, sobald eine dieser Eigenschaften nicht 
vorhanden ist, sobald wir also z. B. auf einen Widerspruch 
stoBen? 

Mit anderen Worten, sollen wir die folgende Meinung 
vertreten: wir konnen sicher sein, keinem Widerspruche zu 
begegnen unter der Bedingung, daB wir ubereinkommen 
gerade in dem Augenblick innezuhalten, wo wir gerade auf 
einen Widerspruch stoBen? Es genugt einen solchen Vor- 
schlag auszusprechen, um ihn zu verwerfen. 

Die Hilbertsche SchluBweise setzt also nicht nur das 
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Induktiomsprinzip voraus, sie setzt aufierdem voraus , dafl 
uns dieses Prinzip nicht als einfache Definition gegeben ist, 
sondem als synthetisches Urteil a priori. 

Kurz: Eine Beweisffihrung ist notwendig. 

Die einzig mogliche Beweisffihrung ist die rekurrente Be- 
weisffihmng. 

Sie ist nnr dann zu rechtfertigen , wenn man das Induk- 
tionsprinzip zulafit und wenn man sie nicht als Definition, 
sondem als synthetisches Urteil ansieht. 

V. 

Die Cantorschen Antinomies 

Ich will jetzt diePrfifung der nenen Russellschen Abhand- 
lung vomehmen. 58 ) Diese Abhandlung wurde geschrieben, 
um fiber die Schwierigkeiten zu triumphieren , welche sich 
aus Anlafi der Cantorschen Antinomien erhoben, auf die 
wir schon wiederholt hinwiesen. Cantor glaubte eine Wissen- 
schaft des Unendlichen aufbauen zu konnen; andere haben 
sich auf dem von ihm eroffneten Weg weiter vorgewagt, 
sind aber bald auf fremdartige Widersprfiche gestofien. 
Diese Antinomien sind schon in stattlicher Anzahl vorhan- 
den; die berfihmtesten sind : 

1. die Burali-Fortische Antinomie; 

2. die Zermelo-Konigsche Antmomie; 

3. die Richard sche Antinomie. 

Cantor hat bewiesen, daft die Ordinalzahlen (es handelt 
sich dabei um die transfiniten Ordinalzahlen, welch neuer 
BegriflF durch ihn eingeffihrt wurde) in eine lineare Reihe 
geordnet werden konnen, das soil heifien: von zwei un*» 
gleichen Ordinalzahlen ist eine stets kleiner als die andere. 
Burali-Forti beweist das Gegenteil; er aufiert sich im 
wesentlichen dahin, daB, wenn man alle Ordinalzahlen in 
eine lineare Reihe einffigen konnte, diese Reihe eine Or- 
dinalzahl definieren wfirde, die weit grdfier als alle anderen 
sain mfifite; man wfirde ihr folglich 1 zufugen konnen und 
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erhielte dann eine Ordinalzahl , die noch viel grdfier sein 
mufite, und darin besteht der Widerspruch. 

Wir werden weiterhin noch auf die Antinomie Zermelo- 
K 5 nigs zu sprechen kommen , welche etwas verschiedener 
Natur ist; hier will ich zunachst die Antinomie Richards 
besprechen (Revue g^ndrale des Sciences, 30 juin 1905). 
Wir wollen alle Dezimalzahlen, die man vermoge einer end- 
lichen Wortzahl definieren kann, ins Auge fassen; diese 
Dezimalzahlen bilden eine Menge E t und es ist leicht zu 
ersehen, dafi diese Menge abzahlbar ist, d. h. dafi man die 
verschiedenen Dezimalzahlen dieser Menge von 1 bis Un- 
endlich numerieren kann. Wir wollen annehmen, dieses 
Numerieren ware ausgefuhrt, und eine Zahl N in folgender 
Weise definieren: Wenn die Dezimale der Zahl der 
Menge E 

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
ist, dann soil die Dezimale von N 


x, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1, 1 

sein. Wie man sieht, ist iV nicht gleich der n* n Zahl von 
Ey und da n beliebig ist, kann N der Menge E nicht an- 
gehoren, und dennoch mufite N dieser Menge angehdren, 
denn wir haben N durch eine endliche Anzahl von Worten 
definiert. 

Wir werden weiterhin sehen (vgl. unten VII), dafi Richard 
selbst eine aufierordentlich scharfsinnige Erklarung fur das 
von ihm aufgestellte Paradoxon gegeben hat; seine Erkla- 
rung kann mutatis mutandis auf andere analoge Paradoxa 
angewandt werden. Russell erwahnt .noch eine andere 
amusante und lehrreiche Antinomie: 

Welches ist die kleinste ganze Zahl, die man 
nicht durch einen Satz definieren kann, der we- 
niger als hundert franzdsische Worte enthalt? 

Eine solche Zahl existiert; die Zahlen, welche durch einen 
derartigen Satz definiert werden kdnnen, sind offenbar in 
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endlicher Anzahl vorhanden, denn in der franzosischen 
Sprache gibt es nicht nnendlich yiele Worte. Unter diesen 
Zahlen mufi es also eine geben, die kleiner ist als alle 
ubrigen. 

Andererseits existiert eine solche Zahl nicht, denn ihre 
Definition bedingt einen Widersprnch. Diese Zahl namlich 
wird durch den gesperrt gedruckten Satz definiert, und die- 
ser enthalt weniger als hundert Worte; nach der Definition 
aber soil diese Zahl nicht durch einen Satz definiert werden 
kdnnen, der weniger als hundert Worte enthalt 


VI. 

Zig Zag Theory und ,No class* Theory. 

Wie verhalt sich nun Russell gegenuber diesen Wider- 
spruchen? Er analysiert die von uns soeben besprochenen 
Andnomien und erwahnt auBerdem noch andere, er gibt 
ihnen sodann eine Form, die an Epimenides erinnert und 
kommt schlieBlich zu folgendem Schlusse: 

„A propositional function of one variable does not always 
determine a class.** Eine propositionelle Funktion (d. h. eine 
Definition) bestimmt nicht immer eine Klasse. Eine „pro- 
positionelle Funktion** oder „Norm“ kann auch „nicht-pra- 
dikativ** sein. Das soil aber nicht heiBen, daB diese nicht- 
pradikativen Definitionen eine leere Klasse (eine Nullklasse) 
be8timmen; sondem es soil damit gesagt sein, daB es keinen 
Wert von x gibt, welcher der Definition genugt und gleich- 
zeitig eines der Elemente der Klasse sein kdnnte. Die Ele- 
mente existieren zwar, aber sie haben nicht das Recht, sich 
zusammenzutun, um eine Klasse zu bilden. 

Das ist aber erst der Anfang; man muB noch unter- 
scheiden lemen, ob eine Definition pradikativ ist oder nicht. 
Zur Losung dieses Problems bringt Russell drei verschie- 
dene Theorien in Vorschlag, ohne sich fur eine derselben 
zu entscheiden; er nennt sie: 
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A. the zigzag theory; 

B. the theory of limitation of size; 

C. the ,no class 4 theory. 

Nach der zigzag theory „bestimmen die Definitionen (die 
sogenannten propositionellen Funktionen) eine Klasse, wenn 
sie sehr einfach sind, bestimmen aber keine Klasse, wenn 
sie kompliziert und dunkel sind 44 . Wer soil nun entscheiden, 
ob eine Definition als hinreichend einfach zn gelten hat, um 
annehmbar zu sein? Auf diese Frage fehlt jede Antwort, 
statt derselben findet sich das ofifene Gestandnis, dafi die 
Antwort unmoglich ist, namlich in folgenden Worten: „Die 
Regeln, welche zu erkennen gestatten, ob diese Definitionen 
pradikativ sind, gestalten sich auBerordentlich kompliziert 
und lassen sich kaum durch irgendeine plausible Begrfin- 
dung stfitzen. Diesem Mangel konnte man durch grdBere 
Erfmdungsgabe abhelfen, oder auch durch Einffihrung noch 
weiter gehender Unterscheidungen. Aber beim Suchen 
nach solchen Regeln habe ich bisher kein anderes leiten- 
des Prinzip finden kdnnen als die Vermeidung von Wider- 
sprfichen . 44 

Diese Theorie erweist sich demnach als recht dunkel; in 
all dieser Finstemis erscheint nur ein Lichtblick: das Wort 
Zickzack. Was Russell die „zigzag-giness 44 nennt, ist si- 
cher nichts anderes, als der eigentfimliche Charakter, durch 
den sich auch die Argumentation des Epimenides aus- 
zeichnet. 

In der theory of limitation of size wfirde eine zu ausge- 
dehnte Klasse keine Existenzberechtigung haben. Sie konnte 
vielleicht unendlich ausgedehnt sein, aber sie durfte nicht 
zu stark unendlich sein. 

Wir stoBen hier immer auf dieselbe Schwierigkeit: wie 
soil man genau feststellen, von welchem Momente ab eine 
Klasse als zu ausgedehnt gelten soil? Diese Schwierigkeit 
wird bei Russell nicht gelost, er geht vielmehr zu seiner 
dritten Theorie fiber. 
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In der ,no class* theory ist es verboten, das Wort Klasse 
auszusprechen, man muB es durch verschiedene Umschrei- 
bungen ersetzen. Welche Neuernng fur die Logistiker, die 
sonst nur von Klassen und von Klassen von Klassen spre- 
chen! Sie mussen jetzt die ganze Logistik von Grund aus 
neu aufbauen. Man stelle sich vor, wie eine Seite aus einem 
Buche fiber Logistik aussehen wird, wenn man alle Satze 
ausstreicht, in denen von Klassen gesprochen wird 1 Inmitten 
einer leeren Seite werden ganz vereinzelt einige uberlebende 
Satze stehen bleiben. Apparent rari nantes in gurgite 
vasto. 

Wie dem auch sein moge, jedenfalls erkennt man aus 
vorstehendem die Grfinde, weshalb Russell zogerte, sich 
zu entscheiden, und man ersieht, welche Modifikationen er 
an den fundamentalen Frinzipien anzubringen beginnt, die 
er bisher anerkannt hatte. Er wird Kriterien einffihren 
mussen, auf Grund deren man entscheiden kann, ob eine 
Definition zu kompliziert oder zu umfassend ist, und diese 
Kriterien werden sich nur durch einen Appell an die Intui- 
tion begrfinden lassem 

Russell selbst neigt schlieBlich dazu, die ,no class* theory 
anzunehmen. 

Jedenfalls muB die Logistik revidiert werden, und man 
wird kaum angeben konnen, was sich noch wird retten 
lassen. Ich brauche nicht hinzuzuffigen, daB es sich hier 
nur um den Cantorismus und um die Logistik handelt; die 
wahre Mathematik, d. h. diejenige, die zu etwas ErsprieB- 
lichem ffihrt, kann sich ungestort auf Grund ihrer eigenen 
Frinzipien weiter entwickeln, ohne sich um die Stfirme zu 
kfimmern, die um sie her toben, und sie wird fortfahren 
Schritt fur Schritt ihre Eroberungen zu machen, ohne die 
Besorgnis, daB diese Eroberungen spater einmal modifiziert 
oder aufgegeben werden muBten. 
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VII. 

Die richtige Losung. 

Fur welche von diesen verschiedenen Theorien soilen wir 
uns entscheiden? Wie mir scheint, ist die Antwort in einem 
Briefe von Richard enthalten, den ich schon oben erwahnte, 
und den man in der Revue G6n6rale des Sciences vom 
30. Juni 1 905 findet Nach Aufstellung der Antinomie, die 
wir oben als Antinomie Richards besprachen, gibt er dort 
deren Erklarung. 

Wir beziehen uns dabei auf das oben in V fiber diese 
Antonomie Gesagte: E ist die Menge aller Zahlen, die man 
durch eine endliche Anzahl von Worten definieren kann, 
ohne den Begriff der Menge A* selbst einzufuhren. 
Ohne diesen letzteren Zusatz wurde die Definition von E 
einen circulus vitiosus enthalten; man kann E nicht durch 
die Menge E selbst definieren. 

Nun haben wir oben die Zahl N zwar mittelst einer end- 
lichen Anzahl von Worten definiert, aber wir haben uns da- 
bei auf den Begriff der Menge E gestutzt. Das ist der Grand, 
weshalb N der Menge E nicht angehoren kann. 

In dem von Richard gewahlten Beispiele zeigt sich diese 
SchluBfolgerang in voller Deutlichkeit, und diese Deutlich- 
keit tritt noch evidenter hervor, wenn man den Wortlaut 
seines Briefes selbst nachliest. Man fiberzeugt sich leicht, 
dafi dieselbe Erklarung auch auf andere Antinomien anwend- 
bar ist. 69 ) 

Die Definitionen also, welche als nicht-pradika- 
tiv betrachtet werden mfissen, sind demnach die- 
jenigen, welche einen circulus vitiosus enthalten. 
Die vorstehenden Beispiele zeigen hinreichend, was ich 
damit meine. Ist es etwa dies, was Russell die „zigzag- 
giness“ nennt? Ich werfe diese Frage auf, ohne sie zu be- 
antworten. 
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vm. 

Die Beweise fur das Frinzip der Induktion. 

Prufen wir nunmehr die angeblichen Beweise fur das 
Frinzip der Induktion, insbesondere diejenigen von White- 
head und von Burali-Forti. 

Wir beginnen mit dem Beweise von Whitehead und 
benutzen dabei einige neue Bezeichnungen, die Russell in 
einer neueren Abhandlung passend eingefuhrt hat. 

Als rekurrente Klasse bezeichnen wir jede Klasse von 
Zahlen, welche die Null enthalt, und welche die Zahl n + 1 
enthalt, wenn sie die Zahl n enthalt. 

Als induktive Zahl bezeichnen wir jede Zahl, welche 
alien rekurrenten Klassen angehdrt. 

Unter welcher Bedingung ist diese letztere Definition, die 
eine wesentliche Rolle in dem Beweise von Whitehead 
spielt, „pradikativ“ und folglich annehmbar? 

Nach dem vorhergehenden muB man unter alien rekur- 
renten Klassen alle diejenigen Klassen verstehen, fur deren 
Definition der BegrifF der induktiven Zahl nicht in Betracht 
kommt. Anderenfalls gerat man wieder in den circulus 
vitiosus, der die Antinomien erzeugt hat. 

Whitehead hat aber diese Vorsicht nicht ange- 
wandt. 

Seine SchluBweise ist folglich fehlerhaft; es ist dieselbe, 
die zu den Antinomien gefuhrt hat; sie war unberechtigt, 
wo sie falsche Resultate ergab; sie bleibt unberechtigt, auch 
wenn sie zufallig einmal zu einem richtigen Resultat fuhrt. 

Eine Definition, die einen circulus vitiosus enthalt, defi- 
niert nichts. Man konnte sagen: „welchen Sinn man auch 
unserer Definition beilegt, sicher gehort doch wenigstens 
die Null zur Klasse der induktiven Zahlen", darauf ist zu 
erwidem, daB es sich nicht darum handelt, ob diese Klasse 
leer ist, sondem ob man sie streng begrenzen kann. Eine 
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, ,mcht-pradikative‘ ‘ Klasse ist nicht eine leere Klasse, son- 
dem eine Klasse, deren Begrenzung unbestimmt ist. 

Ich branche kanm hinzuzufugen, dafi dieser besondere 
Einwurf die allgemeinen Einwurfe bestehen lafit, welche auf 
alle derartigen Beweise anwendbar sind. 


IX. 

In seinem Aufsatze „Le Classi finite 14 (Atti di Torino, 
t. XXXII) hat Burali-Forti einen anderen Beweis gegeben. 
Er benutzt dabei die folgenden beiden Postulate: 

Das erste sagt aus, dafi immer mindestens eine unendliche 
Klasse existiert. 

Das zweite lautet folgendermafien: 

uzK(K — - iA) • o • u < v'u. 

Das erste Postulat ist durchaus nicht evidenter als das zu 
beweisende Prinzip; das zweite Postulat ist nicht nur nicht 
evident, sondem sogar falsch, wie Whitehead gezeigt hat, 
wie ubrigens auch der jungste Anfanger auf den ersten 
Blick erkennen wurde, wenn das Axiom in einer verstand- 
lichen Sprache ausgesprochen ware; es bedeutet namlich 
folgendes: die Anzahl der Kombinationen, die man mit 
mehreren Dingen bilden kann, ist kleiner als die Anzahl 
dieser Dinge. 

X. 

Das Axiom von Zermelo. 

In einem beruhmt gewordenen Beweise stiitzt sich Zer- 
melo auf das folgende Axiom: 60 ) 

„In einer beliebigen Menge (selbst in einer jeden Menge 
von Mengen) konnen wir immer ein Element willkurlich 
herausgreifen (selbst dann, wenn diese Menge von Mengen 
eine unendliche Anzahl von Mengen enthalt). 44 Man hatte 
dieses Axiom schon unzahlig oft angewandt, ohne es aus- 
zusprechen; seitdem es aber ausgesprochen war, wurde es 
angezweifelt. Einige Mathematiker, wie z. B. Borel, ver- 
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warfen es ganzlich, andere bewunderten es. In seinem 
letzten Aufsatze beschaftigt sich Russell mit demselben. 

Er kommt zu keinem endgultigen Resultate; die von ihm 
angestellten Betrachtungen sind indessen sehr anregend. 

Hier sei ein anschauliches Beispiel gegeben: nehmen wir 
an, wir hatten ebenso viele Stiefelpaare als es ganze Zahlen 
gibt, so dafi wir die Paare von i bis oo numerieren kon- 
nen; wie viele Stiefel haben wir dann? 1st die Anzahl der 
Stiefel gleicb der Anzahl der Paare? Offenbar, wenn in je- 
dem Paare der rechte Stiefel von dem linken zu unterschei- 
den ist; man braucht ja nur dem rechten Stiefel des 
Paares die Nummer 2 n — i zu geben und dem linken Stiefel 
des ri 1611 Paares die Nummer in . Die Antwort lautet aber 
vemeinend, wenn der rechte Stiefel von dem linken nicht 
unterschieden werden kann, denn dann wird ein solches 
Verfahren unmoglich; es sei denn, daB man das Zermelo- 
sche Axiom annimmt, dann konnte man namlich in jedem 
Paare willkurlich denjenigen Stiefel auswahlen, den man 
als einen rechten Stiefel betrachten will. 

XL 

SchluBfolger ungen. 

Jeder Beweis, der wirklich auf den Grundlagen der ana- 
lytischen Logik beruht, setzt sich aus einer Folge von Satzen 
zusammen: die einen dienen als Voraussetzungen und sind 
Identitaten Oder Definitionen; die anderen werden aus den 
ersteren allmahlich abgeleitet; obgleich das Band zwischen 
jedem Satze und dem folgenden unmittelbar ersichtlich ist, 
ubersieht man auf den ersten Blick doch nicht, wie man 
vom ersten Satze zum letzten gelangte, und kommt deshalb 
in Versuchung, diesen als eine neue Wahrheit zu betrachten. 
Ersetzt man jedoch die verschiedenen in ihm vorkommen- 
den Ausdriicke durch ihre Definitionen und fuhrt dieses Ver- 
fahren soweit als irgend moglich durch, so bleiben schlieB- 
lich nur Identitaten ubrig, und alles reduziert sich auf eine 

Poincare: Wissenschaft und Methode 12 
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ungeheure Tautologie. Die Logik bleibt deshalb unfrucht- 
bar, es sei denn, daB sie durch die Intuition befruchtet 
wird. 

In diesem Sinne habe ich mich schon fruher ausgespro- 
chen 61 ); die Logistiker bekennen sich zum Gegenteil und 
glauben dasselbe bewiesen zu haben, indem sie tatsachlich 
neue Wahrheiten ableiteten. Aber durch welchen Mecha- 
nismus gelang ihnen dies? 

Wenn sie auf ihre SchluBweisen das von mir soeben be- 
schriebene Verfahren anwenden, d. h. wenn sie die definier- 
ten Ausdrucke durch ihre Definitionen ersetzen, weshalb 
kommen sie dann nicht zu bloBen Identitaten, wie bei den 
gewohnlichen SchluBweisen? Deshalb nicht, weil dies Ver- 
fahren fur sie nicht anwendbar ist. Und weshalb ist es nicht 
anwendbar? Weil ihre Definitionen nicht pradikativ sind 
und somit jenen verborgenen circulus vitiosus enthalten, den 
ich oben erwahnt habe; die nicht-pradikativen Definitionen 
konnen nicht an Stelle des definierten Ausdrucks gesetzt 
werden. Deshalb ist die Logistik nicht nur unfrucht- 
bar, sondern sie erzeugt uberdies die Antinomien. 

Der Glaube an das aktual Unendliche hat diese nicht- 
pradikativen Definitionen entstehen lassen. Zur naheren Er- 
klarung bemerke ich das Folgende: in diesen Definitionen 
kommt das Wort alle vor, wie man in den oben angefuhr- 
ten Beispielen sieht. Das Wort alle hat einen vollstandig 
klaren Sinn, wenn es sich um eine endlicbe Anzahl von 
Dingen handelt; ist aber die Anzahl der Dinge unen d l i c h, 
so muBte es ein aktual Unendliches geben, wenn. das Wert 
alle auch dann einen Sinn haben soil. Anderenfalls kon- 
nen alle diese Dinge nicht als vor ihrer Definition gegeben 
aufgefaBt werden, und wenn dann die Definition eines Be- 
griffes N von alien Dingen A abhangt, so kann sie einen 
circulus vitiosus enthalten, falls es unter den Dingen A sol- 
che gibt, die sich nur unter Benutzung des Begriffes N selbst 
definieren lassen. 
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Die Regeln der formalen Logik drucken einfach die Eigen- 
schaften aller mdglichen Klassifikationen aus; sie sind aber 
nur anwendbar, wenn diese Klassifikationen unveranderlich 
sind, and wenn man sie im Laufe der logischen Entwick- 
lung nicht zu modifizieren braucht. Hat man nur eine end- 
liche Anzahl von Dingen zu klassifizieren, so kann man 
die gemachten Klassifikationen leicht unverandert beibebal- 
ten. Sind aber die Dinge in unbegrenzter Anzahl vor- 
handen, d. h. ist man andauemd der Gefahr ausgesetzt, neue 
und unvorhergesehene Dinge auftauchen zu sehen, so kann 
es vorkommen, daB das Auftauchen eines neuen Dinges zur 
Abanderung der gemachten Klassifikationen notigt, und des- 
halb ist man der Gefahr der Antinomien ausgesetzt. 

Das aktual Unendliche gibt es nicht; das haben die 
Cantorianer vergessen, und deshalb gerieten sie in Wider- 
spruche. Zwar hat der Cantorismus der Mathematik auch 
nutzliche Dienste geleistet, aber nur, wenn man ihn auf ein 
wirkliches Problem anwandte, bei dem alle einzelnen Aus- 
driicke klar definiert waren; dann konnte man rubig und 
sicher vorwarts schreiten. 

Die Logistiker haben obigen Satz ebenso vergessen wie 
die Cantorianer, und sie begegneten denselben Schwierig- 
keiten. Es muB aber noch aufgeklart werden, ob sie durch 
Zufall sich in diesen Weg verrannten, Oder ob das fur sie 
eine Notwendigkeit war. 

Fur mich ist die Frage nicht zweifelhaft: der Glaube an 
das aktual Unendliche ist fur die Russellsche Logistik wer 
sentlich. Gerade dadurch unterscheidet sich diese von der 
Hilbertschen Logistik. Hilbert stellt sich auf den Stand- 
punkt der allgemeinen Erweiterung, und zwar gerade, um 
die Cantorschen Antinomien zu vermeiden; Russell stellt 
sich auf den Standpunkt der Umfassung. Fur ihn ist folg- 
lich das Genus fruher als die Art und das summum genus 
fruher als alles. Das ginge, wenn das summum genus end- 
lich ware; es ist aber unendlich, und deshalb muB Russell 

12* 
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das Unendliche vor dem Endlichen postulieren, d. h. das 
Unendliche als aktual betrachten. 

Anch nicht nur die Klassen sind unendlich ; wenn wir 
vom genus zur Art ubergehn, indem wir den Begriff durch 
neue Bedingungen beschranken, so sind auch diese Bedin- 
gungen in unendlicher Zahl vorhanden. Im allgemeinen 
drucken sie namlich aus, dafi das betrachtete Ding diese 
Oder jene Beziehung zu alien Dingen einer unendlichen 
Klasse besitzt. 

r 

Dock das sind alte Geschichten. Russell hat die Gefahr 
bemerkt und schickt sich an, ihr zu begegnen. Er geht dar- 
an, alles zu andem ; und er fuhrt nicht nur neue Prinzipien 
ein, durch welche fruher nicht erlaubte Operationen zuge- 
lassen werden; sondem er verbietet auch Operationen, die 
er fruher fur zulassig hielt. Er begnugt sich nicht damit 
hochzustellen, was er fruher verdammt hatte, sondem er ver- 
dammt jetzt, was er fruher hochgestellt hatte, und das ist 
noch bedenklicher. Er fugt seinem Gebaude nicht einen 
neuen Seitenbau an, sondem er untergrabt die Fundamente 
seines Gebaudes. 

Die alte Logistik ist abgetan, und das so sehr, dafi die 
zigzag theory und die ,no class* theory sich bereits um die 
Nachfolger§chaft streiten. Um die neue Logistik zu beur- 
teilen, mussen wir warten, bis sie existiert. 
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Die neue Mechanik. 

Erstes Kapitel. 

Mechanik und Radium. 

L 

Einleitung. 

Die\ allgemeinen Prinzipien der Dynamik , welche seit 
Newton die Grnndlage der Physik bildeten, schienen uner- 
schutterlich festzustehen; sind wir jetzt im Begriffe, sie zu 
verlassen Oder wenigstens sie wesentlich zu modifizieren? 
Diese Frage wird seit einigen Jahren vielfach aufgeworfen. 
Die Entdeckung des Radiums, meint man, hatte die bisher 
am festesten gegrundeten Dogmen der Wissensehaft umge- 
stoBen, einerseits namlich das Dogma von der Unmoglichkeit, 
die Metalle in einander zu verwandeln, andrerseits die grund- 
legenden Postulate der Mechanik. Vielleicht hat man sich 
zu sehr beeilt, diese neuenTatsachen als definitiv festgestellt 
anzuerkennen und unsere fruheren Gotterbilder umzusturzen; 
vielleicht sollte man zahlreichere und entscheidendere Ver- 
suche abwarten, ehe man Partei ergreift. Deshalb ist es je- 
doch nicht weniger notwendig, schon heute die neuen The- 
orien kennen zu lemen, sowie die sehr beachtenswerten 
Grunde, auf die sie sich stutzen. 

Wiederholen wir zunachst, worin die bisher als grund- 
legend betrachteten Prinzipien bestehen: 

A. Die Bewegung eines isolierten materiellen Punktes, der 
keiner auBeren Kraft unterworfen ist, erfolgt geradlinig und 
gleichformig; darin besteht das Tragheitsprinzip : keine Be- 
schleunigung ohne Kraft. 
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B. Die Beschleunigung eines beweglichen Punktes hat 
dieselbe Richtung, wie die Resultante aller Krafte, denen 
dieser Punkt unterworfen ist; sie ist gleich dem Quotienten 
dieser Resultate, dividiert durch einen Koeffizienten, den man 
als Masse des beweglichen Panktes bezeichnet. 

Die so definierte Masse eines beweglichen Punktes ist eine 
Konstante ; sie hangt nicht von der Geschwindigkeit ab, die 
der Punkt erlangt hat; fur eine Kraft, die der Geschwindig- 
keit parallel wirkt und deshalb die Bewegung des Punktes 
nur zu beschleunigen oder zu verzogem vermag, ist sie die- 
selbe wie fur eine Kraft, die vertikal zu dieser Geschwindig- 
keit wirkt und deshalb die Bewegung nach rechts oder links 
abzulenken, d. h. die Bahnkurve zu krummen bestrebt ist. 

C. Alle Krafte, denen ein materieller Punkt unterworfen 
ist, riihren von der Einwirkung anderer materieller Punkte 
her; sie hangen nur ab von den Lagen und den relativen 
Geschwindigkeiten dieser anderen materiellen Punkte. 

Durch Kombination der beiden Prinzipe B und C gelangt 
man zu dem Prinzipe der relativen Bewegung, nach 
welchem die Bewegungsgesetze eines Systems dieselben sind, 
wenn man das System auf feste Achsen bezieht, und wenn 
man das System auf bewegliche Achsen bezieht, die selbst 
eine geradlinige und gleichformige Translation ausfuhren; auf 
Grand dieses Prinzips ist es unmoglich, die absolute Be- 
wegung eines Systems von der relativen Bewegung desselben 
in bezug auf derartig bewegte Achsen zu unterscheiden. 

D. Wenn ein materieller Punkt A auf einen andera mate- 
riellen Punkt B einwirkt, so wirkt umgekehrt der Punkt B 
auf A zurack, und diese gegenseitigen Einwirkungen werden 
durch zwei gleiche und entgegengesetzte Krafte gemessen. 
Das ist das Prinzip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung oder, kurz gesagt, das Prinzip der 
Reaktion. 

Die astronomischen Beobachtungen und die gewohnlichen 
physikalischen Erscheinungen scheinen eine vollstandige, 
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konstante und sehr genaue Bestatigung fur diese Prinzipien 
geliefert zu haben. Das ist richtig, sagt man jetzt, aber nur 
deshalb, weil man stets mit sehr kleinen Geschwindigkeiten 
zu tun hat; Merkur z. B., der sich von alien Planeten am 
schnellsten bewegt, durchlauft in einer Sekunde nur hundert 
Kilometer. Wurde die Bewegung dieses Stemes denselben 
Gesetzen gehorchen, wenn sie tausendmal schneller erfolgte? 
Wie man sieht, braucht man sich noch nicht gerade zu be- 
unruhigen; wie groB auch die Fortschritte des Automobilis- 
mus sein mogen, es wird noch lange Zeit vergehen, ehe man 
daraufverzichten muB, die klassischen Prinzipien der Dynamik 
auf unsere Maschinen anzuwenden. 

Wie ist es aber gelungen, Geschwindigkeiten herzustellen, 
die tausendmal grdBer sind als die Geschwindigkeit des 
Merkur, und die z. B. dem zehnten Oder dritten Teile der 
Lichtgeschwindigkeit gleichkommen, Oder sich dieser Ge- 
schwindigkeit noch mehr nahem? Das gelang mit Hilfe der 
Kathodenstrahlen und der Strahlen des Radium. 

Das Radium sendet bekanntlich drei Arten von Strahlen 
aus, die man mit den drei Buchstaben a, j$, y des griechi- 
schen Alphabets bezeichnet; wenn nicht das Gegenteil aus- 
drucklich gesagt wird, handelt es sich im folgenden imme* 
um die Strahlen /?, die den Kathodenstrahlen analog sind. 

Nach der Entdeckung der Kathodenstrahlen standen sich 
zwei verschiedene Theorien gegenuber: Crookes schrieb 
die Erscheinungen einem wirklichen Bombardement der 
Molekule zu; Hertz sah den Grand in gewissen besonderen 
Schwingungen des Athers. So wiederholte sich der alte 
Streit, der vor etwa einem Jahrhundert die Physiker hinsicht- 
lich der Lichttheorie in zwei Parteien spaltete; Crookes 
nahm die fur das Licht aufgegebene Emissionstheorie wie- 
der auf; Hertz hielt an der Wellentheorie fest. Die Tat- 
sachen scheinen Crookes recht zu geben. 

Man erkannte, daB die Kathodenstrahlen eine negative 
elektrische Ladung mit sich fuhren; sie werden sowohl durch 
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ein magnetisches, als durch ein elektrisches Feld abgelenkt; 
nnd diese Ablenknngen sind genau die gleichen, wie sie 
dieselben Felder auf Projektile ausiiben wurden, die sich 
mit sehr groBer Geschwindigkeit bewegen und stark elek- 
trisch geladen sind. Diese Ablenkungen hangen von zwei 
GroBen ab: einerseits von der Geschwindigkeit, andererseits 
von dem Verhaltnisse der elektrischen Ladung des Projek- 
tils zu seiner Masse; weder den absoluten Wert dieser Masse 
noch denjenigen der Ladung kann man bestimmen, sondem 
nur das Verhaltnis von Masse und Ladung; wenn man nam- 
lich die Ladung und die Masse gleichzeitig verdoppelt, ohne 
die Geschwindigkeit zu andera, so verdoppelt man auch 
die Kraft, welche das Projektil abzulenken strebt; da aber 
die Masse ebenfalls verdoppelt ist, so sind die zu beobach- 
tenden GroBen, namlich die Beschleunigung und die Ab- 
lenkung nicht geandert. Die Beobachtung der beiden Ab- 
lenkungen (durch das elektrische und durch das magnetische 
Feld) liefert uns also zwei Gleichungen, um die beiden Unbe- 
kannten zu bestimmen. Man findet eine Geschwindigkeit 
von 10000 bis 30000 Kilometer pro Sekunde; das Ver- 
haltnis der Ladung zur Masse ergibt sich als sehr groB. 
Man kann es mit dem entsprechenden Verhaltnisse beim 
Wasserstoff-Ion in der Elektrolyse vergleichen; man findet 
dann, daB in den Kathodenstrahlen ein Projektil ungefahr 
tausendmal mehr Elektrizitat mit sich fuhrt, als eine gleich 
groBe Masse Wasserstoff in einem Elektrolyten. 62 ) 

Zur naheren Begrundung dieser Anschauung mufite man 
noch eine direkte Messung dieser Geschwindigkeit vomehmen 
und sie sodann mit der berechneten Geschwindigkeit ver- 
gleichen. Altere Versuche von J. J. Thomson hatten hun- 
dertfach zu schwache Resultate ergeben; aber sie waren 
gewissen Fehlerquellen unterworfen. Die Frage wurde von 
Wiechert in einer Versuchsanordnung wieder aufgenom- 
men, bei der man die Hertzschen Oszillationen benutzt; 
die gefundenen Resultate waren wenigstens in der GroBen- 
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ordnung mit der Theorie in Ubereinstimmung ; es ware von 
grofiestem Interesse, diese Versuche zu wiederholen. Wie 
dem aber auch sei, jedenfalls scheint die Schwingungstheorie 
nicht imstande zu sein, von der Gesamtheit der Tatsachen 
Rechenschaft zu geben. 

Die Ausfuhrung derselben Rechnungen fur /3-Strahlen des 
Radiums ergaben noch betrachtlich groBere Geschwindig- 
keiten: 100000 bis 200000 Kilometer Oder noch mehr. 
Diese Geschwindigkeiten uberschreiten alias, was wir bisher 
kennen. Das Licht allerdings legt in der Sekunde 300 000 
Kilometer zuruck, wie man seit langem weiB; aber dabei 
handelt es sich nicht um einen Transport von Materie; 
nimmt man dagegen fur die Kathodenstrahlen die Emissions- 
theorie an, so muBte es materielle Molekule geben, die sich 
tatsachlich mit der genannten Geschwindigkeit bewegten, 
und es wird deshalb notig zu untersuchen, ob die gewohn- 
lichen Gesetze der Mechanik auf sie noch anwendbar sind. 


II. 

Longitudinale und transversale Masse. 

Bei den elektrischen Strdmen treten bekanntlich die Er- 
scheinungen der Induktion auf, insbesondere diejenigen der 
Selbstinduktion. Wenn die Intensitat eines Stromes 
wachst, so entsteht eine elektromotorische Kraft durch Selbst- 
induktion, und sie wirkt dem Strome entgegen; wenn da- 
gegen der Strom abnimmt, so sucht die durch Selbstinduk- 
tion entstehende elektromotorische Kraft den Strom in seiner 
fruheren Starke zu erhalten. Die Selbstinduktion widersetzt 
sich also einer jeden Veranderung der Stromintensitat, ebenso 
wie in der Mechanik die Tragheit eines Korpers sich jeder 
Veranderung seiner Geschwindigkeit widersetzt. Die Selbst- 
induktion wirkt genau wie die Tragheit. Alles ver- 
halt sich so, als wenn der Strom sich nicht entwickeln konnte, 
ohne den umgebenden Ather in Bewegung zu setzen, und 
als wenn die Tragheit dieses Athers dahin strebte, die Strom- 
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intensitat konstant zn erhalten. Um den Strom entstehen za 
lassen, muB man diese Tragheit uberwinden, man mnB sie 
ebenfalls uberwinden, um den Strom aufhdren zu lassen. 

Ein Kathodenstrahl ist ein Regen von Projektilen, die mit 
negativer Elektrizitat geladen sind; er kann wie ein elek- 
trischer Strom behandelt werden. Auf den ersten Blick 
unterscheidet sich dieser Strom von den gewohnlichen Lei- 
tungsstromen , bei denen die Materie unbeweglich bleibt, 
wahrend die Elektrizitat durch die Materie hindurchflieBt. 
Er ist ein Konvektionsstrom, bei dem die Elektrizitat 
an einen materiellen Trager gebunden ist und mit diesem 
Trager fortbewegt wird. Rowland hat gezeigt, daB die 
Konvektionsstrome dieselben magnetischen Wirkungen her- 
vorbringen wie die Leitungsstrome; sie mussen also auch 
dieselben Induktionswirkungen erzeugen. Anderenfalls nam- 
lich ware das Prinzip von der Erhaltung der Energie ver- 
letzt; uberdies haben Cr6mieu und Pender eine Methode 
angewandt, bei der diese Induktionswirkungen direkt in 
die Erscheinung treten. 68 ) 

Wenn die Geschwindigkeit eines Kathodenteilchens (eines 
Korpuskels) sich andert, so andert sich gleichzeitig die In- 
tensitat des entsprechenden Stromes; und die Selbstinduk- 
tion sucht dahin zu wirken, diese Anderung wieder aufzu- 
heben. Die Korpuskeln mussen folglich eine doppelte Trag- 
heit besitzen: zunachst ihre eigene Tragheit und auBerdem 
die scheinbare Tragheit, welche auf der Selbstinduktion be- 
ruht, indem letztere dieselben Wirkungen hervorbringt, wie 
die eigentliche Tragheit. Die Korpuskeln haben demnach 
eine scheinbare Gesamtmasse, die sich aus ihrer wirklichen 
Masse und einer fiktiven Masse elektromagnetischen Ur- 
sprungs zusammensetzt. Die Rechnung zeigt, daB diese fik- 
tive Masse mit der Geschwindigkeit variiert, und daB die 
Kraft der durch die Selbstinduktion erzeugten Tragheit 
nicht die gleiche ist, wenn die Geschwindigkeit des Kor- 
puskels vergroBert Oder verkleinert wird, als wenn die Ge- 
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schwindigkeit in ihrer Richtung geandert wird ; dasselbe mufi 
auch fur die Kraft der scheinbaren Gesamttragheit gelten. 

Die scheinbare Gesamtmasse ist deshalb nicht dieselbe, 
wenn die an dem Korpuskel angreifende Kraft parallel der 
Geschwindigkeit ist und die Bewegung zu beschleunigen 
sucht, als wenn sie senkrecht zur Geschwindigkeit wirkt und 
deren Richtung zu andem sucht. Man mufi folglich die 
longitudinale Gesamtmasse von der transversalen 
Gesamtmasse unterscheiden. Beide Gesamtmassen hangen 
von der Geschwindigkeit ab. 64 ) Das sind die Resultate der 
theoretischen Arbeiten von Abraham. 

Schon im vorhergehenden Kapitel sprachen wir von den 
hier zu machenden Messungen ; was bestimmt man nun durch 
die Messung dieser beiden Ablenkungen? Einerseits die Ge- 
schwindigkeit, andererseits das Verhaltnis der Ladung zur 
transversalen Gesamtmasse. Wie soil man in dieser Gesamt- 
masse den Anteil der wirklichen Masse von dem Anteil der 
fiktiven elektromagnetischen Masse unterscheiden? Wenn 
wir nur die eigentlichen Kathodenstrahlen hatten, so konnten 
wir daran nicht denken; glucklicherweise haben wir auch 
die Radiumstrahlen, die wesentlich schneller sind, wie wir 
schon oben erwahnten. Diese Strahlen sind nicht alle von 
gleicher Natur und verhalten sich unter der Einwirkung eines 
elektrischen und magnetischen Feldes nicht gleichmaBig. 
Man findet, dafi die elektrische Ablenkung eine Funktion 
der magnetischen Ablenkung ist, und indem man Radium- 
strahlen, die der Einwirkung beider Felder ausgesetzt waren, 
auf einer empfindlichen Platte auffangt, kann man die Kurve 
photographieren, welche die Beziehung zwischen diesen bei- 
den Ablenkungen darstellt. Das hatKaufmann getan und 
daraus die Beziehung zwischen der Geschwindigkeit und 
dem Verhaltnisse der Ladung zur scheinbaren Gesamtmasse 
abgeleitet; dieses Verhaltnis nennen wir im folgenden s. 

Man kdnnte voraussetzen, dafi verschiedene Arten von 
Strahlen existieren, von denen jeder durch eine bestimmte 
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Geschwindigkeit, eine bestimmte Ladung und eine bestimmte 
Masse charakterisiert wird. Eine solche Hypothese ist in- 
dessen wenig wahrscheinlich; wesbalb sollten z. B. alle Kor- 
puskeln von gleicher Masse immer dieselbe Geschwindigkeit 
annehmen? Es liegt naher vorauszusetzen, dafi Ladung und 
wirkliche Masse fur alle Projektile gleich sind, und dafi 
diese sich nur durch ihre Geschwindigkeit unterscheiden. 
Wenn das Verhaltnis e eine Funktion der Geschwindigkeit 
ist, so variiert deshalb doch die wirkliche Masse nicht mit 
der Geschwindigkeit; obgleich die wirkliche Masse nicht 
von ihr abhangt und konstant ist, mufi die scheinbare Ge- 
samtmasse, die allein beobachtet werden kann, von der Ge- 
schwindigkeit abhangen, denn von letzterer hangt die fiktive 
elektromagnetische Masse ab. 

Die Rechnungen Abrahams lehren uns das Gesetz ken- 
nen, nach welchem die fiktive Masse als Funktion der Ge- 
schwindigkeit variiert; die Versuche Kaufmanns lehren 
uns das Gesetz fur die Variation der Gesamtmasse kennen. 
Der Vergleich beider Gesetze gestattet uns also das Ver- 
haltnis der wirklichen Masse zur Gesamtmasse zu be- 
stimmen. 

Dieser Methode hat sich Kaufmann zur Bestimmung des 
fraglichen Verhaltnisses bedient. Das Resultat ist vollkommen 
uberraschend: die wirkliche Masse ist gleich Null. 

Man wird so zu ganz unerwarteten Vorstellungen gefuhrt. 
Was man fur die Kathodenkorpuskeln gezeigt hat, hat man 
auf alle Korper ausgedehnt. Was wir Masse nennen, soil nur 
eine scheinbare Existenz haben; jede Tragheit soil elektro- 
magnetischen Ursprungs sein. Aber dann ware die Masse 
nicht mehr konstant, wurde sich vieimehr mit der Geschwin- 
digkeit andem; aber sie bliebe doch wesentlich konstant fur 
Geschwindigkeiten , die bis zu 1000 Kilometer in der Se- 
kunde gehen konnen, wurde sodann wachsen und wurde 
fur die Lichtgeschwindigkeit unendlich werden. Die trans- 
versale Masse wurde der longitudinalen Masse nicht mehr 
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gleich sein: beide wurden nur ungefahr einander gleich sein, 
solange die Geschwindigkeit nicht zu groB wird. Das Prin- 
zip B der Mechanik hatte keine Gultigkeit mehr. 


HI. 

Die Kanalstrahlen. 

Auf unserem jetzigen Standpunkte wird dieser Schlufi vor- 
eilig erscheinen. Kann man auf die ganze Materie anwen- 
den, was man nur fur diese leichten Korpuskeln bewiesen 
hat, die nur eine Emanation der Materie und vielleicht 
selbst nicht wirkliche Materie sind? Ehe wir auf diese Frage 
eingehen, mussen wir uns mit einer andem Art von Strahlen 
beschaftigen; ich meine die von Goldstein entdeckten 
Kanalstrahlen. Neben den mit negativer Elektrizitat ge- 
ladenen Kathodenstrahlen sendet die Kathode auch die mit 
positiver Elektrizitat geladenen Kanalstrahlen aus. Die letz- 
teren werden im allgemeinen von der Kathode nicht abge- 
stoBen, sie bleiben deshalb auf die unmittelbare Nachbar- 
schaft der Kathode beschrankt, wo sie die „gemsfarbene 
Schicht“ bilden, die man nicht leicht wahrnehmen kann; 
wenn aber die Kathode mit Lochem versehen wird, und 
wenn sie die Glasrohre fast ganz abschlieBt, so breiten sich 
die Kanalstrahlen von der Kathode nach ruck warts aus 
(also in entgegengesetztem Sinne wie die Kathodenstrahlen), 
und es wird moglich sie zu studieren. Auf diese Weise hat 
man ihre positive Ladung feststellen und zeigen konnen, 
daB die magnetischen und elektrischen Ablenkungen ebenso 
wie bei den Kathodenstrahlen vorhanden sind, wenn auch 
sehr viel schwacher. 65 ) 

Das Radium sendet gleichfalls Strahlen aus, die den 
Kanalstrahlen analog sind und verhaltnismaBig sehr stark 
absorbiert werden; man nennt sie die Strahlen a . 

Wie bei den Kathodenstrahlen kann man die beiden Ab- 
lenkungen messen und daraus die Geschwindigkeit und das 
Verhaltnis s bestimmen. Die Resultate sind weniger kon- 
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stant als bei den Kathodenstrahlen ; die Geschwindigkeit 
und das Verhaltnis s sind kleiner; die positiven Korpuskeln 
haben also eine geringere Ladung als die negativen; Oder 
wenn man die naherliegende Voraussetzung macht, daB die 
Ladungen absolut gleich bei entgegengesetzten Zeichen sind: 
die positiven Korpuskeln sind bedeutend groBer als die ne- 
gativen. Diese teils positiv, teils negativ geladenen Kor- 
puskeln haben den Namen Elektronen erhalten. 

IV. 

Die Lorentzsche Theorie. 

Die Elektronen bezeugen ihre Existenz nicht nur in die- 
sen Strahlen , in denen sie uns mit ganz auBerordentlicher 
Geschwindigkeit bewegt erscheinen; wir begegnen ihnen 
noch in den verschiedensten anderen Gebieten, und ihrer 
werden wir bedurfen, um uns von den wichtigsten Erschei- 
nungen der Optik und der Elektrizitat Rechenschaflt zu 
geben. Das glanzende theoretische Gebaude, von dem wir 
jetzt zu sprechen haben, verdankt man Lorentz. 

Die Materie wird ganz von Elektronen gebildet, die aufier- 
ordentlich stark geladen sind, und wenn sie uns neutral vor- 
kommt, so liegt das daran, daB die entgegengesetzten La- 
dungen dieser Elektronen sich aufheben. Man kann sich 
z. B. eine Art von Sonnensystem vorstellen, das von einem 
groBen positiven Elektron gebildet wird, um welches zahl- 
reiche kleine Planeten gravitieren; letztere waren dann ne- 
gative Elektronen, die durch die entgegengesetzte elektrische 
Ladung des zentralen Elektrons angezogen werden. Die 
negativen Ladungen dieser Planeten kompensieren die po- 
sitive Ladung dieser Sonne, und die algebraische Summe 
aller Ladungen wird gleich Null. 

AUe diese Elektronen schwimmen im Ather. Der Ather 
ist uberall sich selbst gleich, und die Storungen pflanzen 
sich in ihm nach denselben Gesetzen fort wie die Licht- 
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schwingungen oder die Hertzschen Schwingungen im lee- 
re n Raume. AuBer Ather und Elektronen gibt es nichts. 
Wenn eine Lichtquelle in einen Teil des Athers eindringt, 
in dem sich sehr viele Elektronen befmden, so setzen sich 
letztere unter dem Einflusse der Atherstorung in Bewegung 
und reagieren ihrerseits auf den Ather. Auf diese Weise 
ergibt sich die Erklarung fur die Refraktion, die Dispersion, 
die Doppelbrechung und die Absorption. Wenn anderer- 
seits ein Elektron sich aus irgendeiner Ursache in Bewegung 
setzt, so stdrt es den umgebenden Ather und veranlaBt so 
die Entstehung von Lichtwellen; dadurch laBt sich die Emis- 
sion des Lichtes durch gluhende Korper erklaren. 

In gewissen Kdrpem, den Metallen z. B., gibt es unbe- 
wegliche Elektronen, und zwischen ihnen zirkulieren beweg- 
liche Elektronen, die in ihrer Bewegung sonst vollkommen 
frei sind, nur nicht aus der Oberflache heraustreten durfen, 
welche den Korper vom leeren Raume Oder von der Luft, 
oder von irgendeinem anderen nicht -metallischen Korper 
trennt. Im Innera des metallischen Korpers verhalten sich 
diese beweglichen Elektronen so wie nach der kinetischen 
Gastheorie die Molekule eines Gases im Innem des Ge- 
fafies, in welchem das Gas eingeschlossen ist. Unter dem 
Einflusse einer Potentialdifferenz suchen sich die beweg- 
lichen negativen Elektronen alle nach einer Seite, die beweg- 
lichen positiven Elektronen alle nach der andem Seite zu 
bewegen. So entsteht der elektrische Strom, und des h alb 
sind diese Korper Leiter. GemaB der Analogie mit der 
kinetischen Gastheorie miissen die Geschwindigkeiten un- 
serer Elektronen um so groBer werden, je hoher die Tem- 
peratur des Korpers steigt. Wenn dann eines dieser beweg- 
lichen Elektronen bis zur Oberflache eines metallischen Kor- 
pers gelangt, die es nicht uberschreiten kann, so wird es 
wie ein Billardball, der die Bande beruhrt hat, zuruckge- 
worfen, und die Richtung seiner Geschwindigkeit erleidet 
eine plotzliche Anderung. Wenn aber ein Elektron seine 
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Richtung andert, so wird es, wie wir oben gesehen haben, 
die Quelle einer Lichtwelle, und deshalb sind die heiBen 
Metalle leuchtend. In anderen Korpern, den durchsichtigen 
Kdrpem und in den sogenannten Dielektrica, haben die 
beweglichen Elektronen eine viel geringere Bewegungsfrei- 
heit. Sie verbalten sich als wenn sie mit den sie anziehen- 
den festen Elektronen eng verbunden waren. Je mebr sie 
sich von diesen entfemen, desto groBer wird die Anziehung, 
die sie an ihren Platz znruckfubrt Sie konnen daher nur 
wenig von der Ruhelage abweicben; sie konnen nicht zirku- 
lieren, sondem nur um ihre mittlere Lage oszillieren. Des- 
halb sind diese Kdrper Nichtleiter; ubrigens sind sie mei- 
stens auch durchsichtig und lichtbrechend, denn die Licht- 
schwingungen teilen sich den beweglichen Elektronen, die 
ebenfalls Oszillationen ausfuhren konnen, mit, und daraus ent- 
steht jene Storung, die als Lichtbrechung bezeichnet wird. 66 ) 

Die Einzelheiten der Rechnungen kann ich hier nicht 
mitteilen; ich beschranke mich darauf hervorzuheben , daB 
diese Theorie von alien bekannten Tatsachen Rechenschaft 
gibt, und daB sie auch neue Tatsachen, z. B. das Zeeman- 
sche Phanomen, voraussehen lieB. 

V. 

Folgerungen fur die Mechanik. 

Wir stehen nun vor zwei verschiedenen Hypothesen: 

1 . Die positiven Elektronen besitzen eine wirkliche Masse, 
die viel groBer ist als ihre fiktive elektromagnetische Masse; 
die negativen Elektronen haben keine wirkliche Masse. Man 
kdnnte sogar annehmen, daB es auBer diesen beiden Arten 
von Elektronen noch neutrale Atome gabe, die keine andere 
als ihre wirkliche Masse besitzen. In dem Falle wird die 
Mechanik nicht weiter beruhrt, wir brauchen ihre Gesetze 
nicht weiter zu untersuchen; die wirkliche Masse ist kon- 
stant, nur werden die Bewegungen durch die Wirkungen 
der Selbstinduktion gestort, wie man das schon lange wuBte; 
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diese Storungen sind ubrigens nahezu verschwindend, aus- 
genommen bei den negativen Elektronen, welche aber nicht 
znr eigentlichen Materie gehoren, da sie keine wirkliche 
Masse besitzen. 

2. Man kann andererseits voranssetzen, daB es keine neu- 
tralen Atome gibt, und daB die positiven Elektronen eine 
wirkliche Masse ebensowenig besitzen wie die negativen 
Elektronen. Dann aber verschwindet die wirkliche Masse 
ganz, und das Wort Masse hat entweder uberhaupt keinen 
Sinn mehr, oder es muB die fiktive elektromagnetische Masse 
bezeichnen; in dem Falle ware die Masse nicht mehr kon- 
stant, und die transversale Masse ware nicht mehr gleich 
der longitudinalen Masse, die Grundlagen der Mechanik 
waren also erschuttert. 67 ) 

Zunachst noch einige Worte zur Aufklarung. Wir sagten, 
daB bei gleicher Ladung die Gesamtmasse eines positiven 
Elektrons viel groBer ist als diejenige eines negativen Elek- 
trons. Zur Erklarung dieser Differenz liegt es nahe anzu-# 
nehmen, daB das positive Elektron neben seiner fiktiven 
Masse eine betrachtliche wirkliche Masse besitzt; durch 
diese Annahme wurde man auf die erste Hypothese zuruck- 
kommen. Man kann aber ebensogut annehmen, die wirk- 
liche Masse sei bei beiden Arten von Elektronen gleich Null, 
die fiktive Masse des positiven Elektrons aber bedeutend 
groBer, weil dieses Elektron bedeutend kleiner zu denken 
ist als das negative. Ich sage mit Absicht: „bedeutend 
kleiner". Bei dieser zweiten Hypothese namlich ist die 
Tragheit ausschlieBlich elektromagnetischen Ursprungs; sie 
reduziert sich auf die Trfigheit des Athers; die Elektronen 
an sich selbst sind nichts, sie sind nur Locher im Ather, 
in deren Umgebung der Ather gestort ist; je kleiner diese 
Locher sind, um so mehr Ather ist in ihrer Umgebung vor- 
handen, um so groBer wird folglich die Tragheit des Athers. 

Wie soil man nun zwischen diesen beiden Hypothesen 
entscheiden? Etwa indem man mit den Kanalstrahlen ver- 

Poincarfe: Wissenschaft and Methode 13 
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fahrt, wie es Kaufmann mit den 0-Strahlen getan hat? 
Das ist unmdglich, dazu ist die Geschwindigkeit dieser 
Strahlen viel zu gering. Soil sich nun ein jeder nach seinem 
Temperament entscheiden, die Konservativen nach der einen 
Richtung, die Freunde des Neuen nach der anderen gehen? 
Vielleicht, um aber den Gedankengang der Neuerer rich- 
tig zu verstehen, mufi man noch andere Oberlegungen in 
Betracht ziehen. 


Zweites KapiteL 
Mechanik und Optik. 

I. 

Die Aberration. 

Die von Bradley entdeckte Erscheinung der Aberration 
ist allgemein bekannt. Das von einem Sterne ausgesandte 
Licht braucht eine gewisse Zeit, um die Achse eines Fem- 
rohres zu durchlaufen; wahrend dieser Zeit wird das Fern- 
rohr von der Bewegung der Erde mitgefuhrt, andert also 
seinen Ort im Raume. Hatte man das Femrohr in die wahre 
Richtung des Stemes eingestellt, so entstande dessen Bild an 
dem Punkte, wo sich das Fadenkreuz befindet, wenn das 
Licht bis zum Objektive gelangt ist, aber dies Fadenkreuz 
befindet sich nicht mehr an derselben Stelle, wenn das Licht 
die Ebene des Fadenkreuzes erreicht. Man mufite folglich 
das Femrohr anders einstellen, um das Bild des Stemes 
auf das Fadenkreuz zuruckzufuhren. Daraus folgt, dafi der 
Astronom das Femrohr nicht in die Richtung der absoluten 
Geschwindigkeit des Lichtes einstellt, d. h. nicht auf den 
wahren Ort des Stemes richtet, sondern in der Richtung 
der relativen Geschwindigkeit des Lichtes im Verhaltnis zur 
Erde, d. h. auf den sogenannten scheinbaren Ort des Stemes. 

Die Geschwindigkeit des Lichtes ist bekannt; man konnte 
also glauben, dafi wir in der Lage sind, die absolute Ge- 
schwindigkeit der Erde zu berechnen (auf das Wort „abso- 
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lut“ komme ich sofort noch zuruck). Das geht aber nicht, 
wir kennen zwar den scheinbaren Ort des von uns beob- 
achteten Stemes, aber nicht seinen wahren Ort: wir kennen 
nur die GroBe der Geschwindigkeit des Lichtes, nicht ihre 
Richtung. 

Wenn die absolute Geschwindigkeit der Erde geradlinig 
und gleichfdrmig ware, so waren wir niemals auf die Er- 
scheinung der Aberration aufmerksam geworden; aber die 
Geschwindigkeit ist veranderlich, sie setzt sich aus zwei 
Teilen zusammen: der geradlinigen und gleichformigen Ge- 
schwindigkeit des Sonnensystems und der veranderlichen 
Geschwindigkeit der Erde in bezug auf die Sonne. Hatten 
wir es nur mit der Geschwindigkeit des Sonnensystems, d. h. 
mit dem konstanten Teile, zu tun, so ware die beobachtete 
Richtung unveranderlich. Der Ort, den man dann beob- 
achten wurde, heifit der scheinbare mittlere Ort des 
Stemes. 

Berucksichtigt man gleichzeitig beide Teile der Erdge- 
schwindigkeit, so erhalt man den scheinbaren wirklichen 
Ort des Stemes; derselbe beschreibt eine Ellipse um den 
scheinbaren mittleren Ort, und diese' Ellipse beobachtet 
man. 

Unter Vemachlassigung sehr kleiner GroBen erkennt man, 
daB die Dimensionen dieser Ellipse nur von dem Ver- 
haltnisse der Geschwindigkeit der Erde in bezug auf die 
Sonne zu der Geschwindigkeit des Lichtes abhangen, und 
daB folglich nur die relative Geschwindigkeit der Erde in 
bezug auf die Sonne in Betracht kommt. 

Aber halt 1 Dieses Resultat ist nicht streng richtig, es ist 
nur annahemd richtig, wir wollen die Annaherung noch 
etwas weiter treiben. Die Dimensionen der Ellipse hangen 
dann von der absoluten Geschwindigkeit der Erde ab. 
Durch Vergleichung der groBen Achsen der Ellipsen fur 
verschiedene Sterne hatten wir dann wenigstens theoretisch 
ein Mittel zur Bestimmung dieser absoluten Geschwindigkeit. 

13* 
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Das ist vieUeicht weniger uberraschend als es zuerst 
scheint; es handelt sich namlich nicht am die Geschwindig- 
keit in bezug auf den absoluten leeren Raum sondem um 
die Geschwindigkeit in bezug auf den Ather, den man der 
Definition nach als in absoluter Ruhe befindlich be- 
trachtet. 

Dieses Mittel ist allerdings rein theoretisch. Tatsachlich 
ist die Aberration sehr gering; die moglichen Variationen 
der Aberrationsellipse sind noch geringer und mussen als 
GroBen zweiter Ordnung behandelt werden, wenn wir die 
Aberration als GroBe erster Ordnung betrachten: sie be- 
tragen ungefahr ein Tausendstel einer Bogensekunde und 
sind fur unsere Instrumente absolut unwahmehmbar. Wir 
werden weiterhin sehen, weshalb die hier gekennzeichnete 
Theorie zu verwerfen ist, und weshalb wir die absolute Ge- 
schwindigkeit selbst dann nicht bestimmen konnten, wenn 
unsere Instrumente tausendmal genauer waxen! 

Man konnte noch an ein anderes Mittel denken, und man 
hat auch wirklich daran gedacht. Im Wasser ist die Ge- 
schwindigkeit des Lichtes nicht dieselbe wie in der Luft; 
man konnte also die beiden scheinbaren Orter eines Stemes 
miteinander vergleichen, die sich ergeben, wenn man den 
Stem einmal durch ein mit Luft gefulltes Femrohr und ein- 
mal durch ein mit Wasser gefulltes Femrohr beobachtet 
Das Resultat war negativ: die scheinbaren Gesetze der Re- 
flexion und der Refraktion werden durch die Bewegung 
der Erde nicht geandert. Diese Erscheinung laBt zwei Er- 
klarungen zu: 

1. Man kann voraussetzen, daB der Ather nicht in Ruhe 
ist, daB er vielmehr durch die in Bewegung befindlichen 
Korper mitgefuhrt wird. Dann ist es nicht uberraschend, 
wenn die Erscheinungen der Refraktion durch die Erdbe- 
wegung nicht beeinfluBt werden, denn alles, Prisma, Fem- 
rohr und Ather wird gleichzeitig in derselben Richtung trans- 
latorisch fortbewegt. Die Aberration selbst wurde sich dann 
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durch eine Art von Biechung erklaren, die an der Tren- 
nungsflache des im interstellaren Raume rnhenden Athers 
und des durch die Erdbewegung mitgefuhrten Athers statt- 
findet. Auf dieser Hypothese (vollstandiger Mitfuhrung des 
Athers) beruht die Hertzsche Theorie der Elektrodyna- 
mik bewegter Korper. 

2. Fresnel setzt dagegen voraus, dafi der Ather im 
leeren Raume absolut ruht, dafi er in der Luft nahezu ab- 
solut ruht, wie grofi auch die Geschwindigkeit der Luft sei, 
und dafi er von den brechenden Medien teilweise mitge- 
fuhrt wird. Lorentz hat dieser Theorie eine befriedigendere 
Form gegeben. Nach ihm ist der Ather in Ruhe, und es 
bewegen sich nur die Elektronen; im leeren Raume, wo es 
sich nur um den Ather handelt, in der Luft, wo es sich fast 
nur um den Ather handelt, ist die Fortfuhrung Null oder 
fast Null; in den brechenden Medien, wo die Stoning teils 
durch die Vibrationen des Athers, teils durch die Vibra- 
tionen der vom Ather beeinfiufiten Elektronen hervorgerufen 
wird, werden die Wellenbewegungen teilweise mitgefuhrt. 

Zur Entscheidung zwischen den beiden Hypothesen haben 
wir den Versuch von Fizeau, der die Geschwindigkeit des 
Lichtes in ruhender und bewegter Luft, sowie in ruhendem 
und in bewegtem Wasser durch Messung der Interferenz- 
franzen bestimmte. Diese Versuche haben die Fresnelsche 
Hypothese der teilweisen Mitfuhrung des Athers bestatigt. 
Sie wurden mit gleichem Erfolge von Michelson wieder- 
holt. Die Hertzsche Theorie mufi deshalb aufge- 
geben werden. 68 ) 

II. 

Das Frinzip der Relativitat. 

Wenn der Ather durch die Erdbewegung nicht mitgefuhrt 
wird, ist es dann moglich, durch optische Erscheinungen die 
absolute Bewegung der Erde Oder vielmehr ihre Geschwin- 
digkeit in bezug auf den ruhenden Ather ersichtlich zu ma- 
chen? Wenngleich die Antwort des angestellten Versuches 
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negativ lautete, hat man doch nicht aufgehort, die Versuchs- 
bedingungen auf alle mdglichen Arten zu variieren. Welche 
Mittel man aber auch anwenden mdge, man wird immer 
nur relative Geschwindigkeiten messen konnen, ich meine: 
Geschwindigkeiten gewisser materieller Korper in bezug auf 
gewisse andere materielle Kdrper. Wenn namlich die Licht- 
quelle nnd die zur Beobachtnng dienenden Apparate sich 
auf der Erde befinden und an der Erdbewegung teilnehmen, 
so mussen die experimentellen Resultate stets die gleichen 
sein, einerlei wie auch der Apparat in bezug auf die Rich- 
tung der Bewegung der Erde in ihrer Bahn orientiert sei. 
Die Aberration macht sich nur deshalb bemerkbar, weil die 
Lichtquelle ein Stem ist und weil dieser sich in bezug auf 
den Beobachter bewegt. 

Die bisher gemachten Hypothesen geben von diesem all- 
gemeinen Resultate hinreichend Rechenschaft, wenn man 
die sehr kleinen Grofien von der Ordnung des Qua- 
drates der Aberration vernachlassigt. Die Erklarung 
stutzt sich auf den Begriff der Lokalzeit, der von Lo- 
ren tz eingefuhrt wurde, und den ich im folgenden zu er- 
klaren versuchen will Betrachten wir zwei Beobachter, von 
denen der eine sich in A , der andere sich in B befindet, 
beide wollen ihre Uhren mittels optischer Signale regulieren. 
Sie verabreden, daB B ein Signal an A schickt, wenn seine 
Uhr eine bestimmte Stunde anzeigt, und daB A seine Uhr 
auf diese Stunde in dem Momente einstellt, wo er das Signal 
empfangt. Wenn sie nur auf diese Weise operieren, so wur- 
den sie einen systematischen Fehler begehen, denn das Licht 
braucht eine gewisse Zeit /, um von B nach A zu gelangen, 
die Uhr von A wurde folglich um diese Zeit t gegen die 
Uhr von B zurackbleiben. Dieser Fehler ist leicht zu ver- 
bessera. Es genugt, die Signale zu wechseln, so daB A 
seinerseits Signale an B schickt; nach dieser neuen Regu- 
lierung wird die Uhr von B um die Zeit / gegen die Uhr 
von A zuruckbleiben. Es genugt alsdann, das arithmetische 
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Mittel der beiden Regulierungen zu nehmen, um die Uhren 
in Ubereinstimmung zu bringen. 

Aber dieses Verfahren setzt voraus, daB das Licht die- 
selbe Zeit gebraucht, um von A nach B zu gelangen, wie um 
von B nach A zuruckzukehren. Diese Voraussetzung ist 
richtig, wenn die Beobachter sich nicht bewegen; sie ist 
nicht mehr richtig, wenn beide dieselbe Translation erleiden; 
denn dann eilt z. B. A dem von B kommenden Lichte vor- 
aus, wahrend B hinter dem von A kommenden Lichte zuruck- 
bleibt. Wenn also beide Beobachter sich in derselben Rich- 
tung translatorisch fortbewegen, ohne sich dessen bewufit 
zu sein, so ist die vorgenommene Regulierung fehlerhaft; 
ihre Uhren werden nicht gleich gehen, jede von ihnen wird 
die Lokalzeit anz eigen, welche dem Punkte zukommt, wo 
sich die Uhr befindet. 

Die beiden Beobachter haben kein Mittel, um die Un- 
gleichmaBigkeit des Ganges ihrer Uhren zu erkennen, denn 
der ruhende Ather kann ihnen nur Lichtsignale ubermitteln, 
die alle gleiche Geschwindigkeit haben, und die anderen 
Signale, die sich die Beobachter senden kdnnten , werden 
ihnen durch Medien ubermittelt, welche an ihrer translato- 
rischen Bewegung teilnehmen. Die Erscheinung, welche 
jeder von ihnen beobachtet, wird durch ihre Uhren entweder 
zu fruh oder zu spat angezeigt, sie tritt nicht zu derselben 
Zeit auf, wie es geschehen wurde, wenn die gemeinsame 
Translation nicht vorhanden ware; da man aber mit einer 
schlecht regulierten Uhr beobachtet, so wird man sich dessen 
nicht bewufit, und das AuBere der Erscheinungen bleibt 
unbeeinfluBt. 

Hieraus folgt, daB die Kompensation leicht zu erklaren 
ist, wenn man das Quadrat der Aberration vemachlassigt, 
und lange Zeit waren die Experimente so wenig genau, daB 
man dieses Quadrat nicht zu berucksichtigen brauchte. Aber 
eines Tages erdachte Michelson ein bedeutend feineres 
Verfahren: er brachte Strahlen zur Interferenz, die verschie- 
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dene Wege durchlaufen hatten , nachdem sie an Spiegeln 
reflektiert waren; jede dieser Wegstrecken hatte ungefahr 
die Lange eines Meters, und die Interferenzfranzen gestat- 
teten Unterschiede von Bruchteilen eines Tausendstel Milli- 
meters zu messen ; man konnte jetzt das Quadrat der Aber- 
ration nicht mehr vemachlassigen, und dennoch waren 
die Resultate wieder negativ. Die Theorie muBte also 
vervollstandigt werden, und das geschah durch die Hypo- 
these von Lorentz und Fitz-Gerald. 

Diese beiden Physiker nehmen an, daB alle Korper bei 
einer translatorischen Bewegung eine Kontraktion in Rich- 
tung dieser Translation erleiden, wahrend senkrecht zu 
dieser Translation ihre Dimensionen ungeandert bleiben. 
Diese Kontraktion ist fur alle Korper die gleiche; 
sie ist ubrigens sehr klein, ungefahr ein zweihundert Million- 
th fur eine Geschwindigkeit, wie.sie die Erde besitzt Un- 
sere Instrumente konnten diese Kontraktion selbst dann 
nicht nachweisen, wenn sie viel genauer waren; das von uns 
benutzte MetermaB namlich erleidet dieselbe Kontraktion 
wie die zu messenden Gegenstande. Wenn nun ein Korper 
genau mit einem Meter iibereinstimmt, falls man ihn gleich- 
zeitig mit dem MetermaBe in Richtung der Erdbewegung 
orientiert, so wird er nicht aufhoren, auch bei anderer 
Orientierung genau mit einem Meter ubereinzustimmen und 
zwar, obgleich Korper und MetermaB sowohl ihre Lange 
als ihre Orientierung geandert haben, und der Grund da- 
fur liegt eben darin, daB diese Anderung fur beide die 
gleiche war. Aber es verhalt sich anders, wenn wir eine 
Lange nicht mehr mit einem MetermaBe messen, sondera 
durch die Zeit, welche das Licht zum Durchlaufen der 
Lange gebraucht, und das eben hat Michelson getan. 

Ein Kdrper, der in der Ruhe kugelformig ist, nimmt die 
Form eines abgeplatteten Rotationsellipsoides an, wenn er 
bewegt wird ; der Beobachter aber wird ihn immer noch fur 
kugelformig halten, denn er selbst erleidet eine analoge De- 
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formation, und dasselbe gilt von alien Dingen, die ibm als 
Bezugspunkt dienen konnten. Die Wellenflachen des Lichtes 
dagegen bleiben streng kugelformig und erscheinen ihm des- 
halb als verlangerte Rotationsellipsoide. 

Was ergibt sich nun hieraus? Betrachten wir einen Be- 
obachter und eine Lichtquelle, die beide gleichzeitig trans- 
latorisch bewegt werden: die von der Lichtquelle ausge- 
sandten Wellenflachen sind Kugeln, deren Mittelpunkte in 
den sukzessiven Ortem der Lichtquelle liegen; die Entfer- 
nung eines solchen Mittelpunktes von dem jeweiligen Orte 
der Lichtquelle ist proportional der seit Aussendung des 
Lichtes verflossenen Zeit, d. h. proportional dem Radius der 
Kugel. Alle diese Kugeln sind folglich zueinander homo- 
thetisch in bezug auf den jeweiligen Ort S der Lichtquelle. 
Unserem Beobachter aber erscheinen alle diese Kugeln in- 
folge der Kontraktion als verlangerte Ellipsoide, und alle 
diese Ellipsoide sind gleichfalls homothetisch in bezug auf 
den Punkt .S'; die Exzentrizitat aller dieser Ellipsoide ist 
dieselbe und h&ngt allein von der Geschwindigkeit der 
Erde ab. 69 ) Wir wahlen das Gesetz der Kontraktion 
derartig, dafi der Punkt -S' sich in einemBrennpunkte 
eines Meridianschnittes des Ellipsoids befindet. 

Jetzt ist die Kompensation streng vollstandig, und 
dadurch erklart sich der Michelsonsche Versuch. 

Oben sagte ich, daB nach der gewohnlichen Theorie die 
Beobachtung der astronomischen Aberration uns die abso- 
lute Geschwindigkeit kennen lehren muBte, wenn unsere 
Instrumente tausendmal genauer waren. Diesen Ausspruch 
muB ich jetzt abandern. Die gemessenen Winkel werden 
allerdings durch die Wirkung der absoluten Geschwindig- 
keit beeinflufit, aber die Kreise, deren Teilung uns zum 
Messen der Winkel dient, werden ebenfalls durch die Trans- 
lation deformiert: sie werden zu Ellipsen; daraus ergibt sich 
ein Fehler fur den gemessenen Winkel, und dieser zweite 
Fehler wurde den ersten genau kompensieren. 
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Diese Hypothese von Lorentz nnd Fitz- Gerald er- 
scheint auf den ersten Blick sehr anffallend ; zu ihren Gun- 
sten spricht gegenwartig nur der Umstand, dafi sie die un- 
mittelbare Obersetzung des experimentellen Resnltates von 
Michelson ist, wenn man die Lange durch die Zeit de- 
finiert, die das Licht zum Dnrchlanfen der Lange ge- 
braucht. 

Wie dem auch sein moge, jedenfalls ist es nnmoglich, 
sich dem Eindrucke zu entziehen, dafi das Prinzip der Re- 
lativitat ein allgemeines Naturgesetz ist und dafi man durch 
kein erdenkbares Mittel jemals andere als relative Ge- 
schwindigkeiten ersichtlich machen konne; damit meine 
ich nicht nur die Geschwindigkeiten der Korper in bezug 
auf den Ather, sondem auch die Geschwindigkeiten der 
Korper in bezug aufeinander, Zu viele verschiedene Ver- 
suche haben zu ubereinstimmenden Result aten gefuhrt, so 
dafi man sich zu der Annahme versucht fuhlt, dem Prinzipe 
der Relativitat sei eine ebenso grofie Bedeutung beizulegen 
wie z. B. dem Prinzipe der Aquivalenz von Kraften; jeden- 
falls ist es angezeigt zu untersuchen, welche Konsequenzen 
sich aus dieser Betrachtungsweise ergeben, und sodann diese 
Konsequenzen einer Kontrolle durch das Experiment zu 
unterwerfen. 

in. 

Das Prinzip der Reaktion. 

Sehen wir jetzt, was in der Lorentzschen Theorie aus 
dem Prinzipe der Gleichheit von Wirkung und Gegenwir- 
kung wird. Ein Elektron A setzt sich aus irgendeiner Ur- 
sache in Bewegung, es bringt im Ather eine Stoning her- 
vor; nach einiger Zeit erreicht diese Stoning ein anderes 
Elektron B, das dadurch aus seiner Gleichgewichtslage ge- 
bracht wird. Unter diesen Umstanden kann von einer Gleich- 
heit zwischen Wirkung und Gegenwirkung nicht die Rede 
sein, wenigstens wenn man nicht den Ather betrachtet, son- 
dern nur die Elektronen, die allein der Beobachtung 


Digitized by 


Google 



2. Kap. Mechanik und Opdk 


203 

zuganglich sind, weil unsere Materie eben aus Elek- 
tronen besteht. 

Das Elektron A hat also das Elektron B aus seiner Lage 
gebracht; selbst wenn letzteres auf A eine Ruckwirkung aus- 
uben sollte, so wurde diese Ruckwirkung zwar gleich der 
von A ausgehenden Wirkung sein, aber sie wurde niemals 
gleichzeitig stattfinden, denn das Elektron B kann erst nach 
einer gewissen Zeit seine Bewegung beginnen, namlich nach 
der Zeit, die zur Ausbreitung der Storung notig ist. Wenn 
man das Problem einer genaueren Rechnung unterwirft, so 
gelangt man zu folgendem Resultate: denken wir uns einen 
Hertz schen Erreger in den Brennpunkt eines paraboli- 
schen Spiegels gestellt und mit diesem mechanisch ver- 
bunden; dieser Erreger sendet elektromagnetische Wellen 
aus, und der Spiegel wirft alle diese Wellen in gleicher 
Richtung zuruck, der Erreger strahlt also Energie in einer 
bestimmten Richtung aus. Die Rechnung lehrt, daB der 
Erreger einen RuckstoB erleidet, wie eine Kanone, 
die ein GeschoB ausgesandt hat. Im Falle der Kanone ist 
der RuckstoB die naturliche Folge der Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung. Die Kanone erleidet den Ruck- 
stoB, weil das GeschoB, auf welches sie gewirkt hat, auf sie 
selbst zuruckwirkt. 

Aber hier bei den Elektronen verhalt sich die Sache an- 
ders. Was hier in die Feme ausgesandt wird, ist nicht ein 
materielles GeschoB, es ist Energie, und Energie hat keine 
Masse: sie kann keine Gegenwirkung ausuben. An Stelle 
des Erregers hatten wir einfach eine Lampe mit einem Re- 
flektor nehmen konnen, der die Strahlen der Lampe in eine 
einzige Richtung konzentriert 70 ) 

Wenn die vom Erreger oder von der Lampe ausgesandte 
Energie einen materiellen Gegenstand trifft, so erleidet letz- 
terer allerdings einen mechanischen StoB, als wenn er von 
einem wirklichen Geschosse getroffen ware, und dieser StoB 
ist gleich dem RuckstoBe des Erregers und der Lampe, 
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wenn unterwegs keine Energie verloren geht nnd wenn der 
Gegenstand diese Energie ganzlich absorbiert. Man wird 
deshalb geneigt sein, auch hier von einer Kompensation 
zwischen Wirkung und Gegenwirkung zu sprechen. Aber 
diese Kompensation tritt immer verspatet ein, selbst wenn 
sie vollstandig sein sollte. Sie tritt niemals ein, wenn das 
Licht nach dem Verlassen der Lichtquelle sich in die inter- 
stellaren Raume verliert, ohne jemals einen materiellen Kor- 
per zu treffen; sie ist unvollstandig, wenn der vom Licht 
getroffene Korper dasselbe nicht vollstandig absorbiert. 

Sind diese mechanischen Wirkungen des Lichtes zu klein, 
um gemessen zu werden , oder sind sie dem Experimente 
zuganglich? Diese Wirkungen sind keine anderen als die- 
jenigen, welche von Maxwell und Bartholi gefunden 
wurden; Maxwell hatte die Druck wirkungen durch Rech- 
nung in der Theorie der Elektrostatik und des Magnetis- 
mus vorausgesagt, Bartholi war durch thermo dynamische 
Betrachtungen zu dem gleichen Resultate gekommen. 

Auf diese Weise erklaren sich die Schweife der Ko- 
meten. Kleine Teilchen losen sich vom Kerne des Kometen 
ab; sie werden vom Sonnenlichte getroffen und von diesem 
zuruckgestoBen, wie durch einen Regen von Geschossen, 
die von der Sonne ausgehen. Die Masse dieser Teilchen 
ist so klein, daB die AbstoBung starker wirkt als die New- 
tonsche Anziehung; sie bilden so den Kometenschweif, in- 
dem sie sich von der Sonne entfernen. 

Eine direkte experimentelle Priifung war nicht leicht. Der 
erste Versuch fuhrte zur Konstruktion des Radiometers. 
Aber dieser Apparat rotiert verkehrt, d. h. in einem der 
Theorie entgegengesetzten Sinne, und die inzwischen ge- 
fundene Erklarung seiner Rotation ist eine ganz andere. 
Indem man einerseits ein noch vollstandigeres Vakuum 
herstellte, andererseits die eine Seite der Blattchen nicht 
schwarzte und ein Lichtbundel auf eine dieser Seiten rich- 
tete, ist man endlich zum Ziele gelangt. Die radiometrischen 
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Wirkungen nnd die anderen stdrenden Ursachen werden 
durch eine Reihe minutioser V orsichtsmaBregeln eliminiert, 
and so erhalt man eine Ablenkung, die zwar sehr gering- 
fugig ist, aber doch der Theorie zu entsprechen scheint. 

Dieselben Druckwirkungen folgen aus der Hertzschen 
Theorie, von der wir oben sprachen, nnd ebenso aus der 
Lorentzschen Theorie. Aber da besteht noch ein Unter- 
schied. Nehmen wir an, die Energie gehe, z. B. in Form 
des Lichtes, von einer Lichtquelle durch ein durchsichtiges 
Mittel zu irgendeinem Korper. Der nach Maxwell und 
Bartholi sich ergebende Druck wirkt nicht nur beim Aus- 
stromen der Energie von der Lichtquelle auf diese zuriick 
und auf den erleuchteten Korper bei ihrer Ankunft, son- 
dem auch auf die Materie des durchsichtigen Mediums, 
das vom Lichte durchdrungen wird. In dem Momente, wo 
die Lichtwelle ein neues Gebiet dieses Mediums erreicht, 
treibt der Druck die dort befindliche Materie nach vorwarts 
und treibt sie wieder ruckwarts, wenn die Welle dieses Ge- 
biet verlaBt. Der RuckstoB der Lichtquelle bewirkt also zu- 
erst die Vorwartsbewegung der in der Umgebung dieser 
Quelle vorhandenen durchsichtigen Materie; ein wenig spa- 
ter bewirkt der RuckstoB dieser selben Materie die Vor- 
wartsbewegung der durchsichtigen Materie, welche sich etwas 
weiter entfemt befindet, usw. 

Ist nun hier die Kompensation vollstandig? Ist die Wir- 
kung des Druckes auf die Materie des durchsichtigen Me- 
diums gleich der Gegenwirkung auf die Lichtquelle, unab- 
hangig davon, von welcher Art diese Materie auch sei? 
Oder ist diese Wirkung um so kleiner, je weniger brechend 
das Medium sich verhalt und je weniger dicht die Materie 
desselben verteilt ist, um dann im leeren Raume gleich Null 
zu werden? Die Hertz sche Theorie betrachtet die Materie 
als mit dem Ather mechanisch verbunden, so daB der Ather 
von der bewegten Materie vollstandig mitgefuhrt wird; wenn 
man sich also fur diese Theorie entscheidet, so muBte man 
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auf die erste Frage mit „ja“, auf die zweite mit „nein“ ant- 
worten. 

Es wurde sicb dann eine vollstandige Kompensation er- 
geben, wie sie das Frinzip der Gleichheit von Aktion und 
Reaktion verlangt, und zwar auch in den weniger brechen- 
den Medien , selbst in der Luft und sogar im leeren inter- 
planetaren Raume, in welchem man einen, wenn auch nocb 
so geringfugigen Rest von Materie voraussetzen muBte. 

Wenn man sich dagegen fur die Lorentzscbe Theorie 
entscheidet, so bleibt die Kompensation immer unvollkom- 
men; sie wird unmerklich in der Luft und Null im leeren 
Raume. 

Wir baben aber oben gesehen, daB das Fizeauscbe Ex- 
periment die Beibebaltung der Hertz schen Theorie nicht 
gestattet; man muB also die Lorentzsche Theorie anneh- 
men und folglicb auf das Frinzip der Reaktion ver- 
zicbten. 

IV. 

Folgerungen aus dem Relativitatsprinzip. 

Wir baben oben die Grande kennen gelernt, die dazu 
fuhren, das Prinzip der Relativitat als ein allgemeines Natur- 
gesetz zu betrachten. Sehen wir jetzt, zu welchen Folge- 
rungen dies Prinzip fiihrt, wenn wir es als definitiv bewiesen 
anseben. Zunachst mussen wir die Hypothese von Lorentz 
und Fitz- Gerald uber die Kontraktion aller Korper in 
Richtung ibrer Translation verallgemeinern. Insbesondere 
mussen wir diese Hypotbese auf die Elektronen selbst aus- 
dehnen. Abraham betracbtete dieselben als kugelformig 
und undeformierbar; wir mussen jetzt annehmen, daB diese 
in der Rube kugelformigen Elektronen die Lorentzsche 
Kontraktion erleiden , wenn sie sich bewegen , indem sie 
dann die Gestalt eines abgeplatteten Ellipsoids annehmen. 

Diese Deformation wird die mechanischen Eigenschaften 
der Elektronen beeinflussen. Schon oben hob icb hervor, 
daB die Babn der geladenen Elektronen in Wirklichkeit 
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einen Konvektionsstrom darstellt, und dafi die scheinbare 
Tragheit dieser Elektronen der Selbstinduktion des Stromes 
zuzuschreiben ist: dies gilt sicher fur die negativen Elek- 
tronen, es gilt vielleicht auch (wir wissen daruber noch nichts 
Genaueres) fur die positiven Elektronen. Die Deformation 
der Elektronen, die von der Geschwindigkeit abhangt, an- 
dert die Verteilung der Elektrizitat auf ihrer Oberfiache, 
folglich auch die Intensitat des von ihnen erzeugten Kon- 
vektionsstromes, folglich auch die Gesetze, nach denen die 
Selbstinduktion des Stromes als Funktion der Geschwindig- 
keit variiert. 

So ist schliefilich die Kompensation eine vollkommene 
und entspricht den Forderungen des Relativitatsprinzipes, 
aber doch nur unter folgenden beiden Voraussetzungen: 

1. Die positiven Elektronen haben keine wirkliche, son- 
dem nur eine fiktive elektromagnetische Masse, oder wenn 
ihre wirkliche Masse doch existiert, so ist sie nicht konstant, 
sondern andert sich mit der Geschwindigkeit nach denselben 
Gesetzen wie die fiktive Masse. 

2. Alle Krafte sind elektromagnetischen Ursprungs, Oder 
sie andem sich wenigstens nach denselben Gesetzen wie 
die elektromagnetischen Krafte. 

Auch diese bemerkenswerte Theorie verdankt man Lo- 
rentz; verweilen wir noch etwas bei ihr und vergegenwar- 
tigen wir uns einige Folgerungen derselben. 

Zunachst gibt es keine Materie mehr, denn die positiven 
Elektronen haben keine wirkliche Masse mehr oder wenig- 
stens keine wirkliche konstante Masse. Die allgemein an- 
genommenen Prinzipien unserer Mechanik, die sich auf den 
Begriff einer konstanten Masse grunden, mussen also ge- 
andert werden. 

Sodann mufi fur alle bekannten Krafte eine elektromagne- 
tische Erklarung gesucht werden, insbesondere fur die Gra- 
vitation, oder wenigstens mufi das Gesetz der Gravitation 
so abgeandert werden, dafi diese Kraft mit der Geschwindig- 
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keit ebenso variiert wie die elektromagnetischen Krafte. 
Hierauf kommen wir noch zuriick. 

Alles dieses erscheint auf den ersten Blick etwas kunst- 
lich. Insbesondere hat die Deformation der Elektronen 
etwas sehr Hypothetisches. Man kann die Sache aber anders 
darstellen und es vermeiden, die Deformationshypothese als 
Basis der Theorie hinzustellen. Betrachten wir die Elek- 
tronen als materielle Punkte und fragen uns, wie ihre Masse 
als Funktion der Geschwindigkeit variieren muB, wenn das 
Prinzip der Relativitat nicht verletzt werden soil. Oder noch 
besser: fragen wir uns, welche Beschleunigung sie unter 
dem Einflusse eines elektrischen oder magnetischen Feldes 
erleiden mussen, damit dies Prinzip nicht verletzt wird und 
damit man, wenn die Geschwindigkeit sehr klein voraus- 
gesetzt wird, die gewohnlichen Gesetze wiederfindet. Wir 
fin den dann, daB Masse und Beschleunigung so von der 
Geschwindigkeit abhangen mussen, als wenn das Elektron 
die Lorentzsche Deformation erlitte. 

V. 

Der Kaufmannsche Versuch. 

Wir stehen also vor zwei Theorien: bei der einen sind 
die Elektronen undeformierbar, das ist die Abrahamsche 
Theorie, bei der andern erleiden sie die Lorentzsche 
Deformation. In beiden Fallen wachst ihre Masse mit der 
Geschwindigkeit und wird unendlich, wenn die Geschwin- 
digkeit diejenige des Lichtes erreicht, aber das Gesetz die- 
ser Abhangigkeit von der Geschwindigkeit ist nicht in beiden 
Fallen dasselbe. 71 ) Kaufmann hat eine Methode erdacht, 
um dieses Abhangigkeitsgesetz ersichtlich zu machen; damit 
hatten wir also ein experimentelles Mittel zur Entscheidung 
zwischen den beiden Theorien. 

Ungliicklicherweise waren seine ersten Versuche fur die- 
sen Zweck nicht hinreichend genau; er hat sie so dann unter 
Anwendung groBerer VorsichtsmaBregeln wiederholt und ins- 
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besondere die Intensitat der angewandten Felder mit grower 
Sorgfalt gemessen. In ihrer neuen Form haben diese 
Versuche der Theorie Abrahams Recht gegeben. 
Das Relativitatsprinzip hatte also nicht die entscheidende 
Bedeutung, die man ihm zuzuschreiben versucht war; man 
hatte keine Veranlassung mehr zu der Annahme, daft die 
positiven Elektronen ebenso wie die negativen keine wirk- 
liche Masse besitzen. 

Bevor wir aber diese Schluftfolgerung uns aneignen , ist 
noch etwas zu erwahnen. Die Frage ist von so aufterordent- 
licher Wichtigkeit, daft man wunschen mufi, der Kauf- 
mannsche Versuch werde von einem andem Experimen- 
tator wiederholt.*) Leider ist dieser Versuch sehr empfind- 
licher Natur und konnte nur durch einen Physiker von 
gleicher Geschicklichkeit wie Kaufmann erfolgreich durch- 
gefuhrt werden. Da alle Vorsichtsmaftregeln in der ublichen 
Weise getroffen waren, so sieht man allerdings nicht, wel- 
chen Einwurf man noch machen konnte. 72 ) 

Auf einen Punkt mochte ich noch die Aufmerksamkeit 
lenken: auf die Messung des elektrostatischen Feldes, denn 
von ihr hangt alles ab. Dieses Feld wird zwischen den bei- 
den Armaturen eines Kondensators erzeugt; und zwischen 
diesen Armaturen muftte ein leerer Raum von moglichster 
Vollkommenheit hergestellt werden, um vollstandige Isolie- 
rung zu erlangen. Man mafi sodann die Potentialdifferenz 
der beiden Armaturen und erhielt die Feldstarke, indem 
man diese Differenz durch die gegenseitige Entfemung der 
Armaturen dividierte. Dabei setzt man voraus, daft man es 
mit einem gleichformigen Felde zu tun hat; ist man dessen 
aber auch sicher? Konnte es nicht sein, daft in der Nachbar- 

*) In dem Momente, wo diese Zeilen gedruckt werden, erfahren 
wir, daft Bucherer den Versuch wiederholt hat unter Anwendung 
neuer Vorsichtsmaftregeln, und daft er, im Gegensatze zu Kauf- 
mann. Resultate erhalten hat, die die Lorentzsche Anschauung 
bestatigen. 

Poincar&, Wisaenschaft and Methode 1 4 
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schaft einer der Armaturen, der negativen z. B., ein pldtz- 
licher Abfall des Potentials vorhanden ist? Eine Potential- 
differenz kann bei der Beruhrung zwischen Metall und luft- 
leerem Raume eintreten, und diese Differenz konnte viel- 
leicht auf der positiven Seite nicht dieselbe sein wie auf 
der negativen Seite; auf diesen Gedanken bringen mich die 
elektrischen Wirkungen zwischen Quecksilber und luftleerem 
Raume. Wie gering aber auch die Wahrscheinlichkeit da- 
fur sein mdge, daft diese Ungleichheit des Potentialabfalles 
wirklich vorkommt, so sollte man doch diese Moglichkeit in 
Betracht ziehen. 

VL 

Das Tragheitsprinzip. 

In der neuen Dynamik ist das Tragheitsprinzip noch 
richtig, d. h. ein isoliertes Elektron hat noch eine gerad- 
linige und gleichformige Bewegung. Wenigstens nimmt man 
das allgemein an, allerdings hat Lindemann gegen diese 
Annahme Einwendungen erhoben; diese Diskussion kann 
ich ihres verwickelten Charakters wegen hier nicht ausein- 
andersetzen, und ich will deshalb hier keine Entscheidung 
treffen. Jedenfalls werden einige leichte Modifikationen der 
Theorie geniigen, um den Einwurfen Lindemanns zu ent- 
gehen. 78 ) 

Wie man weiB, erleidet ein Korper, der in eine Flussig- 
keit eintaucht und sich in ihr bewegt, einen erheblichen 
Widerstand, aber nur weil unsere Flussigkeiten viskos sind; 
in einer idealen, jeder Viskositat entbehrenden Flussigkeit 
wurde der Korper hinter sich eine flussige Erhebung, eine 
Art Kielwasser erzeugen; zu Anfang wurde es einer groBen 
Anstrengung bedurfen, um ihn in Bewegung zu setzen, weil 
man nicht nur den Korper selbst, sondem auch die Flussig- 
keit des Kielwassers vorwartsschieben muB. Aber wenn die 
Bewegung einmal im Gange ist, so setzt sie sich ohne Wider- 
stand fort, denn der Korper fuhrt bei seiner Vorwartsbe- 
wegung die Fliissigkeitswirbel des Kielwassers einfach mit 
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sich, ohne daB die lebendige Kraft dieser Flussigkeit ver- 
mehrt wurde. Der Korper verhielte sich also derart, als ob 
seine Tragheit vergrdBert werde. Ebenso verhalt sich ein 
Elektron, das sich im Ather vorwarts bewegt: in seiner Um- 
gebung wird der Ather gestort, aber diese Stdrung begleitet 
den Korper bei seiner Bewegung; ein mit dem Elektron 
fortschreitender Beobachter wurde deshalb das elektrische 
und das magnetische Feld, welche das Elektron begleiten, 
fur unveranderlich halten, und diese Felder konnten sich 
nur andem, wenn die Geschwindigkeit des Elektrons variiert. 
Es ist daher ein Kraftaufwand notig, um das Elektron in 
Bewegung zu setzen, denn man muB die Energie des elek- 
trischen und des magnetischen Feldes erzeugen; wenn aber 
die Bewegung einmal im Gange ist, so ist kein Kraftaufwand 
mehr notig, um sie zu unterhalten, denn die erzeugte Energie 
braucht sich dann nur (wie das Kielwasser) mit dem Elek- 
tron fortzubewegen. Diese Energie wirkt daher so, als ob 
sie die Tragheit des Elektrons vermehrte, wie bei einer 
idealen Flussigkeit die Energie eines eingetauchten Korpers 
durch die mit ihm fortschreitende Bewegung der Flussig- 
keit vermehrt wird. Die negativen Elektronen wenigstens 
haben keine andere als die so erzeugte Tragheit. 

Bei der Lorentzschen Hypothese ist die lebendige Kraft 
(und diese ist identisch mit der Energie des Athers) nicht 
proportional zu z>*, wo v die Geschwindigkeit bezeichnet. 
Wenn aber v sehr klein ist, so ist die lebendige Kraft noch 
wesentlich proportional zu v *, die BewegungsgroBe wesent- 
lich proportional zu v, und die beiden Massen sind dann 
wesentlich konstant und einander gleich. Wenn aber die 
Geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit 
wird, so wachsen lebendige Kraft, BewegungsgroBe 
und beide Massen uber jede Grenze hinaus. 

Bei der A b rah am schen Hypothese sind die entsprechen- 
den Ausdrucke etwas komplizierter; aber in den wesent- 
lichen Zugen gilt auch hier das soeben Gesagte. 

14 * 
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Die Masse, die BewegungsgrdBe und die lebendige Kraft 
werden also unendlich, wenn die Geschwindigkeit gleich 
derjenigen des Lichtes wird. Daraus folgt, daB kein Kdr- 
per jemals auf irgendeine Weise eine hdhere als 
die Lichtgeschwindigkeit erreichen kann. In dem 
MaBe namlich, wie die Geschwindigkeit wachst, wachst auch 
die Masse, so daB die Tragheit jedem neuen Znwachse der 
Geschwindigkeit einen immer grdBeren Widerstand entgegen- 
setzt. 

Hier konnte man das folgende Bedenken geltend machen. 
Setzen wir das Relativitatsprinzip als gultig voraus ; ein in 
Bewegung befindlicher Beobachter besitzt dann kein Mittel, 
seine eigene Bewegung wahrzunehmen. Wenn nun kein 
Korper in seiner absoluten Bewegung die Lichtgeschwindig- 
keit jemals uberschreiten kann, so mufi dies auch fur seine 
relative Bewegung in bezug auf unseren Beobachter gelten. 
Man konnte also versucht sein, in folgender Weise zu 
schlieBen: Der Beobachter kann eine Geschwindigkeit von 
200000 Kilometer erreichen; der Korper kann bei seiner 
relativen Bewegung in bezug auf den Beobachter dieselbe 
Geschwindigkeit erreichen; seine absolute Geschwindigkeit 
wurde dann 400000 Kilometer betragen, und das ist un- 
moglich, weil diese Zahl groBer ist als die Lichtgeschwindig- 
keit. Aber dieser Widerspruch ist nur scheinbar; er ver- 
schwindet, wenn man die Art und Weise berucksichtigt, wie 
Lorentz die Lokalzeit berechnet. 

VII. 

Die Beschleunigungswelle. 

Wenn ein Elektron sich bewegt, so erzeugt es in dem 
umgebenden Ather eine Storung; falls die Bewegung gerad- 
linig und gleichformig verlauft, so reduziert sich diese Sto- 
ning auf das Kielwasser, von dem wir im vorigen Kapitel 
sprachen. Aber etwas anderes tritt ein, wenn die Bewegung 
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krummlinig und ungleichformig ist. Die Stoning kann dann 
als die Superposition von zwei anderen Storungen betrachtet 
werden, denen Langevin die Namen Geschwindigkeits- 
welle und Beschleunigungswelle gegeben hat 

Die Geschwindigkeitswelle ist nichts anderes als das bei 
der gleichformigen Bewegung erzeugte Kielwasser. 

Die Beschleunigungswelle ist eine den Lichtwellen voll- 
kommen analoge Storung; sie geht vom Elektron in dem 
Momente aus, wo dasselbe eine Beschleunigung erleidet, 
und verbreitet sich sodann in kugelformigen, aufeinander- 
folgenden Wellen mit Lichtgeschwindigkeit. 

Daraus ergibt sich folgendes: bei einer geradlinigen und 
gleichformigen Bewegung wird die Energie vollkommen er- 
halten; sobald aber eine Beschleunigung eintritt, entsteht 
ein Verlust an Energie, indem diese sich in Form von 
Lichtwellen zerstreut und sich im unendlichen Ather ver- 
liert. 

Die Wirkungen dieser Beschleunigungswelle, insbesondere 
der entsprechende Energie verlust, kdnnen jedoch in den 
meisten Fallen vemachlassigt werden, d. h. nicht nur in der 
gewohnlichen Mechanik und bei der Bewegung der Himmels- 
korper, sondern auch bei den Radiumstrahlen, denn bei 
diesen ist zwar die Geschwindigkeit sehr groB, aber nicht 
die Beschleunigung. Bei Anwendung der Gesetze der Me- 
chanik muB man dann nur beriicksichtigen, daB die Kraft 
gleich dem Produkte aus Masse und Beschleunigung ist, 
und daB diese Masse jetzt nach den oben besprochenen 
Gesetzen mit der Geschwindigkeit variiert. Man nimmt dann 
die Bewegung quasi-stationar. 74 ) 

In alien Fallen, wo es sich um groBe Beschleunigungen 
handelt, geniigt dies nicht mehr; es gelten dann die folgen- 
den Prinzipien: 

1 . In leuchtenden Gasen nehmen gewisse Elektronen eine 
oszillatorische Bewegung von sehr hoher Frequenz an; die 
Weglangen sind sehr klein, die Geschwindigkeiten end- 
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lich, die Beschleunigungen sehr groB; die Energie teilt sich 
dem Ather mit, und deshalb strahlt das Gas Licht aus, des- 
sert, Periode mit der Periode der Elektronenschwingungen 
ubereinstimmt. 

2. Wenn umgekehrt ein Gas Licht empfangt, so werden 
diese Eiektronen durch starke Beschleunigungen in Bewe- 
gung gesetzt und absorbieren deshalb Licht. 

3. In einem Hertz schen Erreger erleiden die in den 
metallischenTeilen des Apparates zirkulierenden Eiektronen 
im Momente der Entladung eine plotzliche Beschleunigung 
und nehmen sodann eine oszillatorische Bewegung von hoher 
Frequenz an. Es folgt daraus, da£ ein Teil der Energie in 
Form Hertz scher Wellen ausstrahlt. 

4. In einem gluhenden Metalle bewegen sich die darin 
eingeschlossenen Eiektronen mit groBen Geschwindigkeiten; 
wenn sie an die Oberflache des Metalles gelangen, so kon- 
nen sie diese nicht durchdringen , werden deshalb reflek- 
tiert und erleiden so eine betrachtliche Beschleunigung. 
Deshalb sendet das Metall Licht aus. Das habe ich schon 
oben unter Nr. IV (S. 191) auseinandergesetzt. Die Einzel- 
heiten der Emissionsgesetze des Lichtes fur schwarze Kor- 
per lassen sich durch diese Hypothese vollstandig er- 
klaren. 

5. Wenn die Kathodenstrahlen die Antikathode treffen, 
so werden die mit sehr groBer Geschwindigkeit bewegten 
und diese Strahlen bildenden negativen Eiektronen plotz- 
lich aufgehalten. Durch die Beschleunigung, welche sie da- 
durch erleiden, erzeugen sie Wellenbewegungen im Ather. 
Nach der Ansicht einiger Physiker ist dies der Ursprung 
der Rontgenstrahlen ; letztere waren demnach nichts ande- 
res als Lichtstrahlen von sehr kurzer Wellenlange. 75 ) 
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Drittes Kapitel. 

Die neue Mechanik und die Astronomie. 

I. 

Die Gravitation. 

Die Masse kann auf zwei Arten definiert warden: erstens 
als Quotient der Kraft durch die Beschleunigung (das ist 
diejenige Definition der Masse, durch welche die Tragheit 
eines Korpers gemessen wird), zweitens durch die Anziehung, 
welche ein Kdrper auf einen auBeren Korper nach dem New- 
tonschen Gesetze ausubt. Wir mussen demnach unterschei- 
den: die Masse als Tragheitskoeffizient und die Masse als 
Attraktionskoeffizient. 76 ) Nach dem Newtonschen Gesetze 
sind diese beiden Koeffizienten einander streng proportional. 
Nachgewiesen ist dies nur fur Geschwindigkeiten, auf die 
sich die allgemeinen Prinzipien der Dynamik anwenden 
lassen. Nun haben wir im vorhergehenden gesehen, daB 
die Masse als Tragheitskoeffizient mit der Geschwindigkeit 
wachst; sollen wir daraus schlieBen, daB die Masse als At- 
traktionskoeffizient gleichfalU mit der Geschwindigkeit wachst 
und den Tragheitskoeffizienten proportional bleibt, Oder daB 
im Gegenteil dieser Attraktionskoeffizient konstant ist? Das 
ist eine Frage, zu deren Entscheidung wir kein Mittel be- 
sitzen. 

Wenn aber der Attraktionskoeffizient von der Geschwin- 
digkeit abhangt, wie hangt er dann von den beiden Ge- 
schwindigkeiten zweier Korper ab, die sich gegenseitig an- 
ziehen und im allgemeinen nicht die gleiche Geschwindig- 
keit besitzen? 

Hieruber kdnnen wir nur Hypothesen aufstellen, aber wir 
mussen naturlich untersuchen, welche Hypothesen mit dem 
Relativitatsprinzipe vertraglich sind. Deren gibt es eine 
groBe Zahl; die einzige, von der ich hier sprechen will, und 
die ich kurz auseinandersetzen werde, ist die Lorentzsche 
Hypothese. 
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Betrachten wir zunachst Elektronen in derRuhelage. Zwei 
Elektronen von gleichem Zeichen stoBen sich ab und zwei 
Elektronen von entgegengesetztem Zeichen ziehen sich an; 
in der gewohnlichen Theorie ist ihre gegenseitige Einwir- 
kung proportional ihren elektrischen Ladungen; wenn wir 
also vier Elektronen haben, zwei positive A und A' f und 
zwei negative 3 und B\ und wenn diese vier Elektronen 
absolut gleiche Ladungen besitzen, so ist bei gleicher Ent- 
fernung die AbstoBung zwischen A und A' gleich der Ab- 
stoBung zwischen B und B\ und femer absolut gleich der 
Anziehung zwischen A und 3' Oder zwischen A ' und 3. 
Wenn also A und 3 einander sehr nahe sind, ebenso A ' 
und 3', und wenn wir dann die Wirkung des Systems 
A + 3 auf das System A' + 3' untersuchen, so werden wir 
zwei AbstoBungen und zwei Anziehungen fimden, die sich 
genau kompensieren; die resultierende Wirkung ist folglich 
gleich Null. 

Nun mussen die materiellen Molekule betrachtet werden, 
als wenn sie eine Art von Sonnensystem bildeten, in dem 
positive und negative Elektrpnen ihre Bahnen beschreiben, 
und zwar derart, daB die algebraische Summe aller La- 
dungen eines Systems gleich Null ist. Ein materielles Mole- 
kul ist also in jeder Beziehung dem Systeme A-j-3 ver- 
gleichbar, von dem wir soeben sprachen, und die elektrische 
Gesamtwirkung zweier Molekule aufeinander muB gleich 
Null sein. 

Die Erfahrurig lehrt uns jedoch, daB diese Molekule sich 
nach dem Newtonschen Gesetze anziehen; man kann dem- 
nach die folgenden beiden Hypothesen machen: erstens 
kann man voraussetzen, dafi die Gravitation in keiner Be- 
ziehung zu den elektrostatischen Anziehungen steht, dafi sie 
vielmehr einer davon ganz verschiedenen Ursache zuzu- 
schreiben ist, und dafi die beiden Arten von Anziehungen 
sich einfach superponieren; zweitens kann man annehmen, 
dafi zwischen den Anziehungen der elektrischen Ladungen 
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keine Proportionality besteht, and dafi die von einer La- 
dung + 1 auf eine Ladung — 1 ausgeubte Anziehung grdBer 
ist als die gegenseitige AbstoBung zweier Ladungen -f 1 
oder diejenige zweier Ladungen — 1. 

Anders ausgedruckt: das von den positiven Elektronen 
erzeugte Feld und das von den negativen Elektronen er- 
zeugte Feld superponieren sich, bleiben dabei aber voll- 
kommen getrennt. Die positiven Elektronen sind gegen das, 
von den negativen Elektronen erzeugte Feld empfindlicher 
als gegen das von den positiven Elektronen erzeugte; um- 
gekehrt verhalten sich die negativen Elektronen. Oifenbar 
wird die Elektrostatik durch eine solche Hypothese kompli- 
zierter, aber dafur wird die Gravitation ihr untergeordnet. 
Das ist im wesentlichen die Hypothese Franklins. 

Was geschieht nun, wenn die Elektronen sich bewegen? 
Die positiven Elektronen werden im Ather eine Stdrung 
hervorrufen und dadurch ein elektrisches und ein magne- 
tisches Feld erzeugen. Dasselbe gilt fur die negativen Elek- 
tronen. Sowohl positive als negative Elektronen erleiden 
durch die Wirkung dieser verschiedenen Felder einen me- 
chanischen Impuls. Das durch die Bewegung der positiven 
Elektronen erzeugte elektromagnetiscbe Feld ubt in der ge- 
wohnlichen Theorie auf zwei Elektronen von gleicher La- 
dung, aber von verschiedenem Zeichen gleiche, aber ent- 
gegengesetzte Wirkungen aus. Man kann dann das durch 
die positiven Elektronen hervorgerufene Feld von dem durch 
die negativen Elektronen hervorgerufenen Felde nicht unter- 
scheiden und folglich nur die algebraische Summe dieser 
beiden Felder, d. h. das resultierende Feld betrachten. 

In der neuen Theorie dagegen geschieht die Wirkung 
des durch die positiven Elektronen erzeugten elektromagne- 
tischen Feldes auf die positiven Elektronen nach den ge- 
wohnlichen Gesetzen; ebenso die Wirkung des von den 
negativen Elektronen erzeugten Feldes auf die negativen 
Elektronen. Betrachtet man aber die Wirkung des von po- 
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sitiven Elektronen erzeugten Feldes auf negative Elektronen 
(oder umgekehrt), so folgt sie noch denselben Gesetzen, 
aber mit einem verschiedenen Koeffizienten. Jedes 
Elektron ist gegen ein von Elektronen entgegengesetzter 
Ladling erzeugtes Feld empfindlicher als gegen ein von 
Elektronen gleicher Ladung erzeugtes Feld. 

Das ist die Lorentzsche Hypothese; fur kleine Ge- 
schwindigkeiten reduziert sie sich auf die Franklinsche 
Hypothese , fur diese kleinen Geschwindigkeiten gibt sie 
also von dem Newtonschen Gesetze Rechenschaft. Da 
ferner die Gravitation auf Krafte elektrodynamischen Ur- 
sprungs zuruckgefuhrt wird, so findet die allgemeine Theorie 
von Lorentz hier Anwendung, und das Prinzip der Rela- 
tivist ist folglich nicht verletzt. 

Wie man sieht, ist das Newtonsche Gesetz auf groBe 
Geschwindigkeiten nicht mehr anwendbar und muB fur be- 
wegte Korper genau ebenso abgeandert werden, wie die 
Gesetze der Elektrostatik fur bewegte Elektrizitat. 

Die elektromagnetischen Storungen breiten sich bekannt- 
lich mit Lichtgeschwindigkeit im Raume aus. Man wird des- 
halb versucht sein, die vorstehende Theorie zu verwerfen, 
wenn man bedenkt, daB nach den Rechnungen von La- 
place die Gravitation sich mindestens zehn millionenmal 
schneller als das Licht ausbreitet, und daB sie folglich nicht 
elektrodynamischen Ursprungs sein kann. Dies Resultat 
von Laplace ist allgemein bekannt, aber die wahre Bedeu- 
tung desselben kennt man im allgemeinen nicht. Laplace 
ging von der Annahme aus, daB die Gravitation sich nicht 
instantan ausbreitet, son dem die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit sich mit der Geschwindigkeit des angezogenen Korpers 
in der Weise zusammensetzt, wie es fur das Licht bei der 
astronomischen Aberration geschieht, und daB demnach die 
zur Wirkung kommende Kraft nicht in die Richtung der 
Verbindungslinie beider Korper fallt, sondem mit dieser 
Richtung einen kleinen Winkel bildet. Das ist eine ganz 
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spezielle und nicht recht begrundete Hypothese, und sie ist 
jedenfalls von der Loren tzschen Hypothese vollstandig 
verschieden. Das Resultat von Laplace beweist deshalb 
nichts gegen die Theorie von Lorentz. 

II. 

Vergleichmit den astronomischen Beobachtungen. 

Sind die vorstehenden Theorien mit den astronomischen 
Beobachtungen vereinbar? Nimmt man sie an, so wird jeden- 
falls die Energie der Planetenbewegungen durch die Wir- 
kung der Beschleunigungswelle andauemd zerstreut. 
Daraus wurde folgen, daB die mittleren Bewegungen der 
Sterne andauemd solche Beschleunigungen erleiden, als 
wenn sie sich in einem widerstehenden Mittel bewegten. 
Aber diese Wirkung ist auBerordentlich schwach, viel zu 
schwach, um selbst durch die genauesten Beobachtungen 
festgestellt zu werden. Die Beschleunigung dieser Himmels- 
korper ist verhaltnismaBig schwach, so daB die Wirkungen 
der Beschleunigungswelle vernachlassigt werden konnen und 
daB die Bewegung als quasi-stationar betrachtet werden 
kann. Die Wirkungen der Beschleunigungswelle summieren 
sich allerdings andauemd, aber diese Haufung geht so lang- 
sam vor sich, daB die Beobachtungen viele tausend Jahre 
hindurch fortgesetzt werden miiBten, um die Wirkung be- 
merkbar zu machen. 

Wir machen deshalb die Rechnung so, als wenn die Be- 
wegung quasi-stationar ware, und zwar fur die folgenden drei 
Hypothesen: 

A. Wir gehen von der Abrahamschen Hypothese aus 
(undeformierbare Elektronen) und behalten das Newton - 
sche Gesetz in seiner gebrauchlichen Form bei. 

B. Wir gehen von der Lorentzschen Hypothese uber 
die Deformation der Elektronen aus und behalten das ge- 
wohnliche Newtonsche Gesetz bei. 
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C. Wir gehen von der Lorentzschen Hypothese uber 
die Elektronen aus nnd andera das Newtonsche Gesetz so 
ab, wie wir es im vorhergehenden Paragraphen getan haben, 
wodurch wir es mit dem Relativitatsprinzipe vertraglich 
machen. 

Bei der Bewegung des Merkur muB diese Wirkung sich 
am meisten bemerkbar machen, denn derselbe besitzt unter 
alien Planeten die grofieste Geschwindigkeit. Unter Voraus- 
setzung des Weberschen Gesetzes hatte Tisserand einst 
eine analoge Rechnnng durchgefuhrt; ich erinnere daran, 
daB Weber versucht hatte, die elektrostatischen und die 
elektrodynamischen Erscheinungen gleichzeitig durch die 
Annahme zu erklaren, daB die Elektronen (deren Name da- 
mals nur noch nicht erfunden war) aufeinander Anziehungen 
und AbstoBungen ausuben, deren Richtung in ihre Verbin- 
dungslinie fallt und deren GroBe nicht nur von ihrer gegen- 
seitigen Entfemung abhangt, sondern auch von den ersten 
und zweiten Differentialquotienten dieser Entfemung, d. h. 
von ihren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Dieses 
Webersche Gesetz ist von den Gesetzen wesentlich ver- 
schieden, die sich heute um die Vorherrschaft streiten, es 
hat mit ihnen aber doch eine gewisse Analogic. 77 ) 

Wenn die Newtonsche Attraktion entsprechend dem 
Weberschen Gesetze erfolgte, so wurde daraus, nach Tis- 
serand, fur das Perihel des Merkur eine sakulare Varia- 
tion von 14" folgen, und zwar in demselben Sinne, wie 
die tatsachlich beobachtete, bisher aber nicht er- 
klarte Variation, nur kleiner, denn letztere betragt 38". 

Kehren wir nun zu den obigen Hypothesen A, B, C zu- 
ruck und untersuchen zunachst die Bewegung eines von 
einem festen Zentrum angezogenen Planeten. Die Hypo- 
thesen B und C unterscheiden sich dann nicht, denn wenn 
der anziehende Punkt fest ist, so ist das von ihm erzeugte 
Feld ein rein elektrostatisches Feld, in dem die Anziehung 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfemung va» 
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riiert, wie es das in diesem Falle mit dem Newtonschen 
Gesetze identische elektrostatische Gesetz Coulombs ver- 
langt. 

Die Gleichnng der lebendigen Kraft bleibt bestehen, wenn 
man die neue Definition fur die lebendige Kraft benutzt; 
ebenso wird die Gleichung der Flachen durch eine andere 
aquivalente Gleichung ersetzt: das Moment der Bewegungs- 
groBe ist konstant, aber die BewegungsgroBe muB so defi- 
niert werden, wie es in der neuen Dynamik geschieht. 

Die allein bemerkbare Wirkung wird in einer sakularen 
Bewegung des Perihels bestehen. Auf Grand der Lorentz- 
schen Theorie findet man fur diese Bewegung die Halfte, 
auf Grand der A b rah am schen Theorie zwei Funftel dessen, 
was das Webersche Gesetz ergab. 

Die Bewegung des Merkurperihels wurde so bei der 
Loren tz schen Theorie gleich 7", bei der Abrahamschen 
Theorie gleich 5", 6 gefunden werden. Wenn man zwei Korper 
betrachtet, die sich um ihren gemeinsamen Schwerpunkt be- 
wegen, so sind die Wirkungen wenig verschieden , nur die 
Rechnungen werden etwas komplizierter. 

Die Wirkung ist ubrigens proportional zu wenn n 

die mittlere Bewegung des Sternes und a den Radius seiner 
Bahn bezeichnet. Infolge des Keppler schen Gesetzes va- 
riiert folglich diese Wirkung umgekehrt proportional zu )/? ; 
auBer fur Merkur ist sie demnach unmerklich. 

Auch fur den Mond ist sie unmerklich, obgleich fur ihn 
n sehr groB ist, und zwar deshalb, weil a sehr klein ist; fur 
Venus ist sie funfmal kleiner, fur den Mond hundertmal 
kleiner als fur Merkur. Fur Venus und Erde ist noch zu 
beachten, daB die Bewegung des Perihels (bei gleicher 
Winkelgeschwindigkeit dieser Bewegung) viel schwerer durch 
die astronomischen Beobachtungen festzustellen ist, denn die 
Exzentrizitat der Bahnen dieser Planeten ist viel kleiner als 
bei Merkur. 

Die Zusammenfa8sung dieser Erwagungen und Rechnungen 
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ergibt folgendes: die einzige, fur astronomische Be- 
obachtungen wahrnehmbare Wirkung wurde in 
einer Bewegung des Perihels von Merkur bestehen, 
und zwar in gleichem Sinne, wie die tatsachlich 
beobachtete, aber nicht erklarte Bemerkung, nur 
merklich kleiner. 

Dies Resultat kann nicht als ein Argument zugunsten der 
neuen Dynamik betrachtet werden, denn man mufite immer 
noch eine andere Erklarung fur den groBten Teil der Ano- 
malie des Merkur suchen; aber man kann dies Resultat noch 
weniger als ein Argument gegen die neue Dynamik anfuhren. 


in. 

Die Theorie von Lesage. 

Es empfiehlt sich, diese Betrachtungen mit einer schon 
vor langer Zeit vorgeschlagenen Theorie in Verbindung zu 
bringen, durch welche die universelle Gravitation erklart 
werden soli. Nehmen wir an, daB in den interplanetaren 
Raumen nach jeder Richtung hin sehr feine Korpuskeln mit 
groBer Geschwindigkeit zirkulieren. Ein im Raume isolierter 
Korper wird offenbar durch die StoBe dieser Korpuskeln 
nicht beeinfluBt, denn diese StoBe verteilen sich gleichmaBi g 
nach alien Richtungen. Wenn aber zwei Korper A und B 
vorhanden sind, so wirkt B wie ein Schirm, indem er einen 
Teil deijenigen Korpuskeln auffangt, die sonst A getroffen 
hatten. Den StoBen, welclie A in der zu B entgegenge- 
setzten Richtung empfangt, wirken also keine StoBe in der 
anderen Richtung entgegen; sie werden also nur unvoll- 
kommen kompensiert und treiben A auf B zu. 

Das ist die Theorie von Lesage 78 ); bei ihrer Diskussion 
stellen wir uns zunachst auf den Standpunkt der gewohn- 
lichen Mechanik. Wie sollen die von der Theorie verlangten 
StoBe vor sich gehen? Nach den Gesetzen der vollkommen 
elastischen Korper Oder nach denen der unelastischen Korper, 
oder nach einem intermediaren Gesetze? Die Lesageschen 
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Korpuskeln kdnnen sich nicht wie vollkommen elastische 
Korper verhalten; andemfalls namlich ware die Wirkung 
Null, denn die vom Korper B aufgefangenen Korpuskeln 
wurden durch andere ersetzt werden, die vom Korper B 
zuruckprallen, und die Rechnung ergibt, daB eine voll- 
standige Kompensation eintreten wurde. 

Durch den StoB mussen also die Korpuskeln Energie 
verlieren, und diese Energie muBte sich unter Form von 
Warme wiederfinden. Wie groB ist nun die auf diese Weise 
erzeugte Warmemenge? Es ist zu beachten, daB die Attrak- 
tionskraft durch die Korper hindurchwirkt; wir mussen uns 
daher z. B. die Erde nicht im ganzen als einen S chirm 
vorstellen, sondem als gebildet durch eine sehr groBe An- 
zahl von sehr kleinen kugelformigen Molekulen, von denen 
jedes einzeln wie ein kleiner Schirm wirkt, zwischen denen 
aber die Korpuskeln von Lesage frei zirkulieren konnen. 
Die Erde ist daher als Ganzes nicht nur kein Schirm, son- 
dem nicht einmal einem Siebe vergleichbar, denn die Ldcher 
wurden hier mehrPlatz einnehmen als das Material des Siebes. 

Laplace hat bekanntlich gezeigt, daB die Attraktions- 
kraft hochstens um ein Zehnmilliontel geschwacht wird, in- 
dem sie durch die Erde hindurch wirkt, und sein Beweis 
laBt nichts zu wunschen ubrig: wenn namlich die Attraktions- 
kraft durch die Korper, welche sie durchdringt, absorbiert 
wurde, so ware sie nicht mehr proportional den Massen, 
sie ware relativ schwacher fur die groBen Korper als fur 
die kleinen, denn sie hatten bei ersteren eine Masse von 
groBerer Dicke zu durchdringen. Die Anziehung der Sonne 
auf die Erde ware also relativ geringer als die Anziehung 
der Sonne auf den Mond, und infolgedessen muBte die 
Bewegung des Mondes eine sehr merkliche Ungleichheit 
zeigen. Wir mussen demnach bei Annahme der Theorie 
von Lesage schliefien, daB die Gesamtoberflache der kugel- 
formigen Molekule, welche die Erde bilden, gleich dem 
zehnmillionten Teile der Gesamtoberflache der Erde ist. 
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Darwin hat gezeigt, daB die Theorie von Lesage nur 
dann genau zu dem Newtonschen Gesetze fuhrt, wenn 
man die Korpuskeln als vollstandig unelastisch voraussetzt. 
Die von der Erde ausgeubte Anziehung auf eine Masse i 
in einer Entfemung i ist dann proportional: der Gesamt- 
oberflache 5 der kugelfdrmigen Molekule , aus denen die 
Erde besteht, der Geschwindigkeit v der Korpuskeln, der 
Quadratwurzel aus der Dichte q des von den Korpuskeln 
gebildeten Mittels. Die erzeugte Warme ist proportional zu 
S, der Dichte q und dem Kubus der Geschwindigkeit v . 

AuBerdem muB noch der Widerstand berucksichtigt wer- 
den, den ein Korper erleidet, wenn er sich in einem der- 
artigen Mittel bewegt; er kann sich namlich nur bewegen, 
indem er einerseits gewissen entgegenkommenden StoBen 
widersteht, und andrerseits den in entgegengesetzter Rich- 
tung kommenden StoBen vorauseilt, so daB die im Zustande 
der Ruhe verwirklichte Kompensation nicht mehr besteht. 
Der berechnete Widerstand ist proportional zu S 9 zu q und 
zu v ; man weiB nun, daB die Himmelskorper sich so be- 
wegen, als hatten sie keinem Widerstande zu begegnen, und 
die Genauigkeit unserer Beobachtungen erlaubt fur den 
Widerstand des Mittels eine Grenze zu bestimmen. 

Da dieser Widerstand variiert, wie das Produkt Sqv, 
wahrend die Anziehungskraft wie S'Yq'V variiert, so sehen 
wir, daB das Verhaltnis des Widerstandes zum Quadrate 
der Anziehungskraft umgekehrt proportional zu dem Pro- 
dukte Sv ist. 

Wir haben also eine untere Grenze fur das Produkt Sv. 
Wir hatten schon eine obere Grenze fur -S' (aus der Ab- 
sorption der Anziehungskraft durch die von ihr durch- 
drungenen Korper); wir haben also eine untere Grenze fur 
die Geschwindigkeit v t und zwar muB diese mindestens 
gleich 24,io 17 mal der Geschwindigkeit des Lichtes sein. 
Hieraus konnen wir q und die erzeugte Warmemenge be- 
rechnen; die letztere wurde genugen, um die Temperatur 
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in jeder Sekunde um 10 26 Grade zu erhohen. In einer 
gegebenen Zeit wurde also die Erde io^mal mehr Warme 
empfangen, als die Sonne in der gleichen Zeit aussendet; 
dabei spreche ich nicht von der Warme, welche die Erde 
von der Sonne empfangt, sondern von der Warme, welche 
die Sonne nach alien moglichen Richtungen ausstrahlt. 

Offenbar wurde die Erde einen solchen Zustand nicht 
lange ertragen konnen. 

Zu nicht weniger phantastischen Resultaten wurde man 
gefuhrt, wenn man im Gegensatze zu Darwins Annahmen 
den Korpuskeln von Lesage eine unvollkommene, aber 
nicht eine verschwindende Elastizitat zuschreiben wollte. 
Dann namlich wurde die lebendige Kraft dieser Korpuskeln 
zwar nicht vollstandig in W&rme verwandelt, aber die er- 
zeugte Anziehung wurde doch kleiner sein, indem dann 
nur der nicht in Warme verwandelte Teil der lebendigen 
Kraft zur Erzeugung der Anziehung beitragen wurde; und das 
kame auf dasselbe hinaus; durch eine sorgfaltige Anwendung 
des Satzes vom Virial kann man sich leicht davon iiberzeugen. 

Die Lesagesche Theorie laBt sich noch in eine andere 
Form bringen; lassen wir die Korpuskeln beiseite und 
denken wir uns, daB der Ather in alien Richtungen von 
Lichtwellen durchlaufen werde, die von alien Punkten des 
Raumes herkommen. Wenn ein materieller Korper von 
einer Lichtwelle getroffen wird, so ubt diese Welle auf ihn 
eine mechanische Wirkung aus, entsprechend dem M ax- 
well- Barth olischen Drucke, ganz als wenn er einen StoB 
durch ein materielles GeschoB erhalten hatte. Die erwahnten 
Wellen konnen somit an Stelle der Korpuskeln von Lesage 
treten. Diese Hypothese hat unter anderen Tomasina 
aufgestellt. 

Die Schwierigkeiten werden dadurch nicht behoben; die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit kann nur diejenige des Lich- 
tes sein, und dadurch findet man fiir den Widerstand des 
Mittels eine unzulassige Zahl. Wenn ubrigens das Licht 
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vollkommen reflektiert wird, so ist die Wirkung Null, ganz 
wie bei der Hypothese der vollkommen elastischen Kor- 
puskeln. Damit Anziehung entsteht, muB das Licht teil- 
weise absorbiert werden; dann aber wird auch Warme er- 
zeugb Die Rechnungen unterscheiden sich nicht wesentlich 
von denjenigen, die man fur die gewdhnliche Theorie von 
Lesage angestellt hat, und das Resultat bewahrt denselben 
phantastischen Charakter. 

Andrerseits wird die Anziehungskraft von den Korpem, 
durch welche hindurch sie wirkt, nicht, oder nur kaum 
absorbiert; anders ist es mit dem uns bekannten Lichte. Soli 
das Licht die Newtonsche Anziehung hervorbringen, so 
muBte es sich von dem gewohnlichen Lichte betrachtlich 
unterscheiden und z. B. von sehr kurzer Wellenlange sein. 
Wenn femer unsere Augen fur derartiges Licht empfanglich 
waren, so muBte der ganze Himmel uns viel heller als die 
Sonne erscheinen, so daB die Sonne sich vom Himmel als 
dunkler Fleck abheben wurde, denn sonst wurde die Sonne 
uns abstoBen, statt uns anzuziehen. Aus alien diesen Grunden 
muBte das Licht, insoweit es zur Erklarung der Attraktions- 
kraft dienen soil, sich in seinen Eigenschaften mehr denRont- 
genschen X-Strahlen als dem gewohnlichen Lichte nahem. 

Und nicht genug damit: auch die X-Strahlen wurden 
nicht genugen; so durchdringend sie uns auch erscheinen, 
sie konnten doch nicht die ganze Erde durchdringen ; man 
muBte also noch Strahlen X' einfuhren, die noch viel durch- 
dringender als die gewohnlichen X-Strahlen sind. Sodann 
muBte ein Teil der Energie dieser X'- Strahlen zerstort 
werden, denn sonst konnte keine Anziehung entstehen. 
Wenn man nicht annehmen will, daB diese Energie in Warme 
verwandelt wird (was zu einer gewaltigen Warmeproduktion 
fuhren wurde), muBte man annehmen, daB sie nach alien 
Richtungen in der Gestalt von sekundaren Strahlen, die 
man X " nennen konnte, ausgestrahlt wird; und diese 
Strahlen X " muBten eine noch viel grofiere durchdringende 
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Kraft besitzen als die Strahlen X', denn sonst wurden sie ihrer- 
seits dieEntstehungder Attraktionskrafte storend beeinflussen. 

Zu solch komplizierten Hypothesen wird man genotigt, 
wenn man die Theorie von Lesage gangbar machen will. 

Alles, was wir soeben gesagt haben, setzt die gewohn- 
lichen Gesetze der Mechanik voraus. Werden wir zu besseren 
Resultaten gefuhrt werden, wenn wir von der neuen Dynamik 
ausgehen? K6nnen wir das Prinzip der Relativitat wahren? 
Geben wir zunachst der L es ageschen Theorie ihre ursprung- 
liche Form, denken uns also den Raum in alien Richtungen 
von materiellen Korpuskeln durchflogen; wenn diese voll- 
kommen elastisch waren, so waren die Gesetze der von 
ihnen verursachten StoBe in Obereinstimmung mit dem Re- 
lativitatsprinzipe, aber wir wissen schon, daB dann ihre Wir- 
kung gleich Null ware. Wir mussen folglich annehmen, daB 
diese Korpuskeln nicht elastisch sind, und dann ist es 
schwierig, ein StoBgesetz aufzustellen, das mit dem Relativi- 
tatsprinzipe vertraglich ware. Man wurde ubrigens auch 
hier eine betrachtliche Warmeproduktion finden und zu- 
gleich einen sehr fuhlbaren Widerstand des Mittels. 

Wenn wir die Korpuskeln beiseite lassen und zu der Hy- 
pothese des Maxwell-Bartholischen Druckes zuruckkeh- 
ren, so ergeben sich nicht geringere Schwierigkeiten. L orentz 
selbst hat die Durchfuhrung dieser Hypothese in einer der 
Akademie zu Amsterdam vorgelegten Abhandlung vom 2 5 .April 
1900 versucht. 

Betrachten wir ein System von Elektronen, die im Ather 
ruhen, und nehmen wir an, daB der Ather in alien Richtun- 
gen von Lichtwellen durchzogen werde; sobald eines dieser 
Elektronen von einer dieser Lichtwellen getroffen wird, wird 
es in Vibration geraten, und zwar synchron mit der Vibra- 
tion des Lichtes ; aber es kann eine Phasendififerenz entstehen, 
wenn das Elektron einen Teil der auffallenden Energie ab- 
sorbiert. Die Absorption der Energie kommt namlich dadurch 
zustande, daB die Vibration des Athers das Elektron mit sich 
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ffihrt; das Elektron mofi folglich hinter dem Ather zurfick- 
bleiben. Ein bewegtes Elektron ist einem Konvektionsstrome 
vergleichbar; jedes magnetische Feld, insbesondere das dnrch 
die Lichtstorung selbst hervorgerufene Feld, mufi auf das Elek- 
tron eine mechanische Wirkung ausfiben. Diese Wirkung ist 
sehr schwach; dberdies wechselt sie ihr Zeichen wahrend des 
Ablaufens einer Periode; gleichwohl ist die mittlere Wirkung 
nicht Null, falls zwischen den Vibrationen des Elektron und 
denjenigen des Athers eine Phasendiiferenz besteht. Die mitt- 
lere Wirkung ist dieser DifFerenz proportional, folglich auch 
proportional der vom Elektron absorbierten Energie. 

In die Einzelheiten der Rechnung kann ich hier nicht ein- 
gehen; es mag nur erwahnt werden, dafi sich als Endresultat 
eine Anziehung zwischen irgend zwei Elektronen ergibt, und 
dafi die Attraktionskrafit umgekehrt proportional der Entfer- 
nung beider Elektronen und direkt proportional der vonihnen 
absorbierten Energie ist 

Ohne Absorption des Lichtes kann somit keine Anziehung 
entstehen und folglich auch nicht ohne Erzeugung von Warme, 
und dadurch liefi sich Loren tz bestimmen, diese Theorie 
aufzugeben, die mit den Theorien von Lesage, Maxwell 
und Bartholi im Grande fibereinstimmt. Hatte Lorentz 
die Rechnung ganz zu Ende geffihrt, so wfirde er sich fiber 
die erhaltenen Resultate noch mehr gewundert haben. Er 
hatte namlich gefunden, dafi die Temperatur der Erde in 
jeder Sekunde um io ls Grade wachsen mfifite. 


IV. 

Schlufi. 

Im vorstehenden habe ich mich bemfiht, moglichst kurz 
eine moglichst vollstandige Gbersicht fiber diese neueren 
physikalischen Theorien zu geben; ich mufite erklaren, wie 
sie allmahlich entstanden sind, denn sonst hatte der Leser 
sich durch ihre Kfihnheit abschrecken lassen. Die neuen 
Theorien sind noch nicht bewiesen; daran fehlt noch viel; 
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sie stutzen sich xmr auf eine Reihe sehr emst zu nehmender 
Wahr8cheinlichkeiten, und man kann sie deshalb nicht ein- 
fach mit Geringschatzung von sich weisen. 

Neue Versuche werden uns ohne Zweifel lehren, was wir 
definitiv von diesen Theorien zu halten haben. Der springende 
Punkt liegt imK aufmannschen Versuche und in den weiteren 
Versuchen, die man zu dessen Nachprufung anstellen wird. 

Man erlaube mir zum Schlusse einen Wunsch auszuspre- 
chen, Nehmen wir an, daB nach einigen Jahren diese Theo- 
rien neue Proben bestanden haben und schlieBlich den Sieg 
davon tragen; dann wird fur unseren Gymnasialunterricht eine 
groBe Gefahr entstehen : einige Professoren werden sicher die 
neuen Theorien berucksichtigen wollen. Das Neue ist doch 
immer so anziehend, und es ist peinlich, nicht hinreichend 
fortgeschritten zu erscheinen I Wen igstens wird man den Schu- 
lera einen kurzen UmriB geben wollen, und ehe man sie die 
gewohnliche Mechanik lehrt, wird man ihnen zu verstehen 
geben, daB deren Zeit vorbei ist, und daB sie hochstens noch 
fur den alten Einfaltspinsel Laplace gut genug sei. Und 
dann werden die Schuler sich nicht mehr darein finden, mit 
der gewohnlichen Mechanik zu arbeiten. 

Ist es richtig, die Schuler wissen zu lassen, daB die ge- 
wohnliche Mechanik nur annahemd richtig ist? Ja, aber erst 
spater, nachdem sie dieselbe in ihr Fleisch und Blut aufge- 
nommen, nachdem sie sich daran gewohnt haben, nur in ihr 
zu denken, so daB sie keine Gefahr mehr laufen, sie zu ver- 
gessen; alsdann wird man ihnen ohne Schaden die Grenzen 
zeigen konnen. 

Mit der gewohnlichen Mechanik allein haben sie es im 
Leben zu tun; sie allein werden sie anzuwenden haben; so 
groB auch die Fortschritte des Automobilismus sein mogen, 
unsere Wagen werden niemals Geschwindigkeiten erreichen, 
bei denen die gewohnliche Mechanik versagt. Die neue Me- 
chanik ist nur ein Luxus, und an den Luxus darf man erst 
dann denken, wenn das Unentbehrliche gesichert ist. 
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Die Wissenschaft der Astronomie. 

Erstes Kapitel. 

Milchstrafie und Gastheorie. 

Die Betrachtungen, welche ich hier entwickeln will, haben 
bisher die Aufmerksamkeit der Astronomen wenig auf sich 
gelenkt; ich wufite nur eine geistreiche, von Lord Kelvin 
ausgesprochene Idee zu zitieren, die uns ein neues Unter- 
suchungsfeld erdffnet, die aber noch niemand weiter verfolgt 
hat. Ich habe keine neuen Resultate zu verkunden ; ich kann 
nichts anderes tun als eine Vorstellung von den Problemen 
geben, die sich darbieten, die zu 15sen aber bis heute noch 
niemand versucht hat. 

Es ist allgemein bekannt, wie sich die Mehrzahl der heu- 
tigen Physiker die Konstitution der Gase vorstellt: die Gase 
werden durch eine unzahlige Menge von Molekulen gebildet, 
die sich mit grofien Geschwindigkeiten kreuzweise in alien 
Richtungen bewegen. Diese Molekule wirken wahrscheinlich 
aus der Feme aufeinander, aber diese Wirkung nimmt mit 
der Entfemung so schnell ab, dafi ihre Bahnen wesentlich 
geradlinig bleiben; die Bahnen werden nur gekrummt, wenn 
zwei Molekule einander hinreichend nahekommen; infolge 
gegenseitiger Anziehung oder AbstoBung weichen sie dann 
nach rechts oder nach links aus. Man spricht in diesem Falle 
oft von einem StoBe, man darf aber das Wort „StoB“ hier 
nicht im gewohnlichen Sinne verstehen; die beiden Molekule 
brauchen sich nicht wirklich zu beruhren, es geniigt, wenn 
sie einander so nahe kommen , daB sich ihre gegenseitige 
Anziehung fuhlbar macht. Die Gesetze fur die dadurch her- 
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voigerufene Ablenkung sind dieselben, als wenn es sich um 
einen wirklichen StoB handelte. 

Es scheint zunachst, als ob in dieser unzahlbaren Menge 
von Staub die ungeordneten Stdfie der einzelnen Staubkdmer 
nur ein unentwirrbares Chaos hervorbringen konnen, vor dem 
der Mathematiker zuruckschreckt. Aber das Gesetz der gro- 
Ben Zahlen, dieses hdchste Gesetz des Zufalls, kommt uns 
zu Hilfe, gegenuber einer halben Unordnung muBten wir ver- 
zweifeln, aber bei der vollkommenen Unordnung stellt dieses 
statistische Gesetz eine Art von mittlerer Ordnung her, bei 
der sich nnser Geist beruhigen kann. Auf dem Studium dieser 
mittleren Ordnung beruht die kinetische Theorie der Gase; 
sie zeigt uns, daB die Geschwindigkeiten der Molekule in 
alien Richtungen gleichmaBig verteilt sind, daB die GroBe 
dieser Geschwindigkeiten zwar von einem Molekule zum an- 
dern variiert, daB aber diese Variation selbst einem Gesetze 
unterworfen ist, dem sogenannten Maxwellschen Gesetze. 
Dieses Gesetz lehrt uns, wie viele Molekule von dieser oder 
jener Geschwindigkeit vorhanden sind. Wenn sich das Gas 
von diesem Gesetze entfemt, so andera die gegenseitigen 
StoBe der Molekule GroBe und Richtung ihrer Geschwindig- 
keit und fiihren das Gas so in den von diesem Gesetze ver- 
langten Zustand wieder zuruck. Nicht ohne Erfolg haben sich 
die Physiker bemuht, auf diese Weise die durch das Expe- 
riment bekannten Eigenschaften der Gase zu erklaren, z. B. 
das Mario ttesche Gesetz. 79 ) 

Betrachten wir jetzt die Milchstrafie; auch hier sehen wir 
eine unzahlige Menge von Staub; die einzelnen Komer dieses 
Staubes sind nicht mehr Atome, sondem Sterne, sie bewegen 
sich ebenfalls mit groBer Geschwindigkeit; sie wirken auf- 
einander aus der Ferae, aber diese Wirkung ist bei groBer 
Entferaung so schwach, daB ihre Bahnen geradlinig verlaufen, 
hin und wieder jedoch konnen sich zwei Sterne einander so 
weitnahem, daB ihre Bahnen abgelenkt werden, wie bei einem 
Kometen, der zu nahe bei dem Jupiter vorubergeht. Kurz, 
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den Angen eines Riesen , fur den unsere Sonne nichts an- 
deres ware als fur uns die A tome, wurde das System der 
MilchstraBe wie eine Gasblase erscheinen. 

Das war die leitende Idee bei Lord Kelvin. Was konnen 
wir aus diesem Vergleiche folgem? Bis zu welchem Mafie 
ist er zutreffend? Diese Fragen wollen wir jetzt untersuchen; 
ehe wir aber zu einem definitiven Schlusse kommen, mussen 
wir zur Vermeidung jeder Voreingenommenheit uns daruber 
klar sein, daB die kinetische Gastheorie fur den Astronomen 
ein Vorbild ist, dem er nicht blindlings folgen darf, durch 
das er aber erfolgreich inspiriert werden kann. Bisher hat 
sich die Mechanik des Himmels nur an das Sonnensystem 
Oder an einzelne Systeme von Doppelstemen gewagt. Vor 
solchen Erscheinungen , wie sie die MilchstraBe oder die 
Stemhaufen oder die auflosbaren Nebelflecke bieten, muBte 
sie zuruckschrecken, weil sie hier nur ein Chaos sah. Aber 
die MilchstraBe ist nicht komplizierter als ein Gas; die auf 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung gegrundeten statistischen 
Methoden, welche man auf die Gase anwendet, konnen mit 
demselben Rechte auf die MilchstraBe angewandt werden. 
Vor allem mussen wir uns daruber klar werden, worm diese 
beiden Erscheinungen ubereinstimmen und worin sie sich von- 
einander unterscheiden. 

Lord Kelvin bemuhte sich, nach diesen Methoden die 
Dimensionen der MilchstraBe zu bestimmen; zu demZwecke 
ist man darauf angewiesen, die mittelst unserer Teleskope 
sichtbaren Sterne zu zahlen, wir sind indessen nicht sicher, 
ob nicht hinter den Stemen, welche wir sehen, noch andere 
sich befinden, welche wir nicht sehen; was wir auf diese 
Weise messen, ware also nicht die GroBe der MilchstraBe, 
sondern die Tragweite unserer Instrumente. Die neue Theorie 
stellt uns andere Hilfsmittel zur Verfugung. Wir kennen nam- 
lich die Bewegungen der uns zunachst benachbarten Sterne, 
und wir konnen uns eine Vorstellung von der GroBe und 
von der Richtung ihrer Geschwindigkeiten machen. Wenn 
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die oben dargelegten Ideen zutreffend sind, so mussen diese 
Geschwindigkeiten dem Maxwellschen Gesetze gehorchen, 
und ihr mittlerer Wert muB uns daruber AufschluB geben, 
was gewissermaBen der Temperatur unseres fiktiven Gases 
entspricht. Aber diese Temperatur hangt selbst von den Di- 
mensionen unserer Gasblase ab. 80 ) In der Tat, wie muB sich 
eine gasformige Masse im leeren Raume verhalten, wenn ihre 
Elemente sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen? 
Sie muB die Form einer Kugel annehmen; infolge der Gra- 
vitationskraft muB die Dichte im Zentrum am groBten sein, 
ebenso muB der Druck von der Oberflache nach dem Zen- 
trum zu wachsen, denn die auBeren Partien werden gegen 
das Zentrum bin angezogen; auch die Temperatur muB nach 
dem Zentrum zu wachsen: Temperatur und Druck sind da- 
bei durch das adiabatische Gesetz aneinander gebunden, wie 
in den verschiedenen Schichten unserer Atmosphare. An der 
Oberflache selbst wird der Druck gleich Null und ebenso die 
absolute Temperatur, d. h. die Geschwindigkeit der Molekiile. 

Hier erhebt sich eine weitere Frage: soeben sprach ich 
von dem adiabatischen Gesetze, aber dieses Gesetz ist nicht 
fur alle Gase dasselbe, denn es hangt von dem Verhaltnisse 
ihrer spezifischen Warmen ab; fur die Luft und fur die ana- 
logen Gase ist dieses Verhaltnis gleich 1,42; aber darf man 
die Milchstrafie mit unserer Luft vergleichen? Oflfenbar nicht, 
sie muB vielmehr als ein einatomiges Gas betrachtet werden 
wie der Quecksilberdampf oder das Argon, Oder das Helium, 
bei denen das Verhaltnis der spezifischen Warmen gleich 1,66 
zu nehmen ist. Eines unserer Molekule namlich ware z. B. 
unser Sonnensystem; aber die Planeten sind recht kleine 
Wesen gegenuber der Sonne, die allein zahlt, so daB unser 
Molekiil in der Tat nur einatomig ist. Betrachten wir anderer- 
seits einen Doppelstern ; die Wirkung eines fremden Sternes, 
der sich ihm nahert, wird wahrscheinlich die allgemeine Trans- 
lationsbewegung des Systems aus seiner Bahn ablenken, ehe 
er dazu kommt, die relativen Bahnen der beiden einzelnen 
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Sterne zu stdren; kurz, der Doppelstem wird sich wie eln 
unteilbares Atom verhalten. 

Jedenfalls iat der Druck und folglich die Temperatur im 
Zentrum der Gaskngel um so groBer , je groBer die Kugel 
ist, denn der Druck wachst durch das Gewicht aller der uber- 
einander liegenden Schichten. Wir konnen voraussetzen, dafi 
wir uns ungefahr im Zentrum des MilchstraBensystems be- 
finden, und indem wir die mittlere Eigengeschwindigkeit der 
Sterne beobachten, konnen wir die GroBe berechnen, welche 
der zentralen Temperatur unserer Gaskugel entspricht und 
den Radius der letzteren bestimmen. 

Von dem Resultate konnen wir uns durch die folgenden 
Betrachtungen eine Vorstellung machen. Macben wir zunachst 
eine einfachere Hypo these: das System der MilchstraBe sei 
kugelformig und die Massen seien in ihm homogen verteilt; 
daraus folgt, daB die Sterne des Systems Ellipsen mit ge- 
meinsamem Mittelpunkte beschreiben. Unter der Voraus- 
setzung, daB die Geschwindigkeiten an der Oberflache Null 
sind, konnen wir die Geschwindigkeit im Mittelpunkte mit 
Hilfe der Gleichung von der lebendigen Kraft berechnen. 
Wir finden, daB diese Geschwindigkeit proportional ist dem 
Radius der Kugel und der Quadratwurzel aus ihrer Dichte. 
Wenn die Masse dieser Kugel gleich der Masse der Sonne 
ware, und wenn ihr Radius gleich dem Radius der Erdbahn 
ware, so wurde diese Geschwindigkeit (wie man leicht ein- 
sieht) gleich der Geschwindigkeit der Erde in ihrer Bahn sein. 
Aber in dem von uns betrachteten Falie soli die Masse der 
Sonne in einer Kugel gleichmaBig verteilt sein, deren Radius 
eine millionmal groBer ist, denn so groB ist die Entfemung 
der nachsten Sterne von uns; die Dichte ist folglich io 18 mal 
kleiner; die Geschwindigkeiten sind von derselben Ordnung; 
der Radius muB folglich io 9 mal groBer sein, d. h. das Tau- 
sendfache der Entfemung der nachsten Sterne betragen; dar- 
aus ergibt sich dann ungefahr eine Milliarde von Sternen in 
dem Systeme der MilchstraBe. 
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Man wird einwerfen, daB diese Hypothesen sich weit von 
der Wirklichkeit entfemen ; erstens ist das MilchstraBensystem 
nicht kugelformig (darauf kommen wir sogleich noch znruck), 
and zweitens ist die kinetische Gastheorie mit der Annahme 
einer homogenen Gaskugel nicht vertraglich. Macht man aber 
dieRechnunggenau entsprechend dieser Theorie, so wird man 
sicher zwar ein verschiedenes Resultat finden, aber letzteres 
wird doch von derselben GroBenordnung sein ; und bei einem 
derartigen Probleme sind die gegebenen Momente so unsicher, 
daB man damit zufrieden sein muB, nur die GroBenordnung 
der gesuchten Werte zu bestimmen. 

Hierbei bemerke ich noch folgendes: das Resultat von 
Lord Kelvin, das ich soeben durch eine naherungsweise 
Berechnung wiedergefunden habe, stimmt ziemlich mit den 
Zahlungen uberein, welche die Beobachter mit Hilfe ihrer 
Teleskope vomehmen konnten, so daB wir schlieBen durfen, 
wir seien nahe daran, das Problem der MilchstraBe gelost 
zu haben. Das erlaubt uns, noch eine andere Frage zu 
beantworten. Es gibt Sterne, die wir sehen, weil sie leuchten ; 
konnte es nicht auch dunkle Sterne geben, die in den in- 
terstellaren Raumen zirkulieren, und deren Existenz uns 
lange Zeit verborgen bliebe? Was uns die Methode von 
Lord Kelvin gegeben hat, ist aber die Gesamtzahl der 
Sterne, die dunkeln Sterne mit einbegriffen; wenn seine 
Zahl mit der durch die Beobachtungen gegebenen wesent- 
lich ubereinstimmt, so ist das nur deshalb moglich, weil es 
keine dunkeln Sterne gibt, oder weil es wenigstens nicht 
so viel dunkle Materie gibt wie leuchtende Materie. 

Ehe wir weitergehen, wollen wir das Problem noch von 
einer anderen Seite betrachten. Ist das System der Milch- 
straBe wirklich das Biid eines eigen tlichen Gases? Bekannt- 
lich hat Crookes den Begriff eines vierten Aggregatzustandes 
der Materie eingefuhrt, in welchem die Gase so stark ver- 
diinnt sind, daB sie sich nicht mehr wie wirkliche Gase 
verhalten, sondem das werden, was Crookes „strahlende 
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Materie" nennt. Da nun das MilchstraBensystem sehr ge- 
ringe Dichte hat, so erhebt sich die Frage, ob sie ein Bild 
der gasformigen Materie darstellt, Oder ein Bild der strablen- 
den Materie. Durch Betrachtung der sogenannten „freien 
Weglange" werden wir die Antwort linden. 

Die Babn eines Gasmolekuls kann betracbtet werden, als 
wenn sie aus verscbiedenen geradlinigenSegmenten bestande, 
die durcb sebr kleine Bogen miteinander verbunden sind, 
wobei letztere den sukzessiven Stofien entsprecben. Die 
Lange eines solchen Segmentes nennt man die freie Weg- 
lange; naturlicb ist diese Lange nicht dieselbe fur aile 
Segmente und alle Molekule, man kann aber fur sie einen 
mittleren Wert annebmen; dieses nennt man die „mittlere 
Wegiange u . Sie ist um so grdBer, je geringer die Dicbte 
des Gases ist. Mit strahlender Materie bat man es zu tun, 
wenn die mittlere Weglange groBer ist als die Dimensionen 
des GefaBes, in dem das Gas eingeschlossen ist; in diesem 
Falle besteht fur ein Molekul die Wahrscheinlichkeit, das 
ganze GefaB durcblaufen zu konnen, ohne einen StoB zu 
erleiden. Im entgegengesetzten Falle ist die Materie gas- 
formig. Es folgt bieraus, daB dieselbe Materie in einem 
kleinen GefaBe „strahlend“, in einem groBen GefaBe „gas- 
formig“ sein kann; vielleicbt muB man desbalb in einer 
Crookesscben Rohre die Verdunnung um so weiter treiben, 
je groBer die Robre ist. 

Welcbe Bedeutung hat dies nun fur das System der Milch- 
straBe? Dieses System ist eine Gasmasse von sebr geringer 
Dicbte, deren Dimensionen sehr groB sind; besteht nun fiir 
einen Stern (das ist ein Molekul der Gasmasse) die Wahr- 
scheinlichkeit das System zu durchqueren, ohne einen StoB 
zu erleiden, d. h. ohne einem anderen Sterne so nabe zu 
kommen, daB eine merkliche Ablenkung von seiner Babn 
entsteht? W'as versteben wir bier unter „nahe“? Das ist 
naturlich etwas willkurlich; wir wollen annebmen, es ent- 
sprecbe der Entfemung des Neptun von der Sonne, was 
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eine Ablenkung von einigen zehn Grad bedeuten wurde; 
setzen wir also voraus, daB ein jeder unserer Sterne von 
einer Schutzkugel mit diesem Radius umgeben sei: kann 
dann zwischen diesen Kugeln hindurch eine gerade Linie 
gezogen werden? Aus der mittleren Entfernung der Sterne 
des Systems wird der Radius dieser Kugeln unter einem 
Winkel von ungefahr ein zehntel Sekunde gesehen werden ; 
und wir haben ungefahr eine Milliarde Sterne. Denken wir 
uns demnach auf der Himmelskugel eine Milliarde von 
kleinen Kreisen, je vom Radius einer zehntel Sekunde auf- 
gezeichnet: Besteht dann die W ahrscheinlichkeit, dafi diese 
Kreise die Himmelskugel eine groBe Anzahl von Malen 
uberdecken? Weit gefehlt; sie werden nur den sechzehn- 
tausendsten Teil uberdecken. Das System der MilchstraBe 
ist folglich nicht ein Bild der gasformigen Materie, sondern 
ein Bild der Crookesschen strahlenden Materie. Da unsere 
vorhergehenden Oberlegungen glucklicherweise sehr wenig 
genau waren, so brauchen wir sie jetzt nicht wesentlich zu 
modifizieren. 

Hingegen erhebt sich eine andere Schwierigkeit: das 
System der MilchstraBe ist nicht kugelformig, und wir haben 
immer so gerechnet, als ob dieses System kugelformig ware, 
da die Kugel die Gleichgewichtsfigur fur ein im Raume 
isoliertes Gas ist. Andererseits existieren Stemhaufen, deren 
Form kugelformig ist, und auf die daher unsere vorstehen- 
den Erorteruugen besser passen. Herschel hat sich schon 
damit beschaftigt, ihre bemerkenswerten Erscheinungen zu 
erklaren. Er setzte voraus, daB die Stemhaufen gleichformig 
verteilt sind, und daB jeder Haufen eine homogene Kugel 
sei; dann wurde jeder Stem eine Ellipse beschreiben und 
alle diese Bahnen wurden in gleicher Zeit durchlaufen 
werden, so daB der Stemhaufen nach einer gewissen Zeit- 
periode seine ursprungliche Konfiguration wieder annimmt; 
und diese Konfiguration wurde dann stabil sein. Ungluck- 
licherweise scheinen die Stemhaufen nicht homogen zu 
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sein; man beobachtet eine Verdichtung im Mittelpunkte; 
eine solche wurde man allerdings anch beobachten, wenn 
die Kugel homogen ware, denn fur den Beobachter ist sie 
im Mittelpunkte dicker als am Rande , aber sie wurde 
weniger deutlich hervortreten. Einen Stemhaufen kann man 
deshalb besser mit einem Gase vergleichen, das sich in adia- 
batischem Gleichgewichte befindet und die Kugelform an- 
nimmt, weil dies die Gleichgewichtsfigur einer Gasmasse ist. 

„Aber“, wird man einwerfen, „diese Stemhaufen sind 
viel kleiner, als unser MilchstraBensystem, zu dem sie sogar 
wahrscheinlich gehoren, und obgleich sie viel dichter sind, 
so werden sie doch viel eher mit einer Masse von strahlen- 
der Materie verglichen werden kdnnen; die gasformige 
Materie andererseits erhalt ihr adiabatisches Gleichgewicht 
nur durch die Folge von unzahligen ZusammenstoBen der 
Molekule.“ Diesem Einwurfe kann man vielleicht in folgen- 
der Weise begegnen. Setzen wir voraus, daft die Sterne 
eines Sterahaufens geradeso viel Energie besitzen, daft ihre 
Geschwindigkeit Null wird, wenn sie die Oberflache des 
Haufens erreichen; dann konnen sie den Stemhaufen durch- 
queren, ohne einen ZusammenstoB zu erleiden, und wenn 
sie die Oberflache erreicht haben, werden sie umkehren 
und den Haufen von neuem durchqueren ; nach einer grofien 
Anzahl solcher Durchquerungen werden sie endlich durch 
einen StoB abgelenkt werden; unter diesen Bedingungen 
werden wir eine Materie vor uns haben, die man noch als 
gasformig betrachten kann; wenn es in dem Stemhaufen 
zufallig Sterne gegeben hatte, deren Geschwindigkeit groBer 
ist, so miiBten sie seit langer Zeit die begrenzende Ober- 
flache uberschritten haben; sie haben den Stemhaufen ver- 
la^sen, um niemals zu ihm zuruckzukehren. Aus alien diesen 
Griinden ist es notwendig, die bekannten Stemhaufen naher 
zu untersuchen, sich womoglich uber das Gesetz ihrer 
Dichte klar zu werden und zu sehen, ob dasselbe mit dem 
adiabatischen Gesetze der Gase ubereinstimmt. 
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Kehren wir nun zum Systeme unserer Milchstrafie zuruck ; 
es ist nicht kugelformig, man stellt es sich vielmehr abge- 
plattet vor, etwa wie eine Linse. Wenn nun eine Masse 
mit der Geschwindigkeit Null die Oberflache verlafit, so 
wird sie offenbar mit verschiedener Geschwindigkeit im 
Zentrum ankommen, je nachdem sie von einem Punkte in 
der Nahe der Oberflachenmitte Oder von einem Punkte des 
Randes der Linse ausgegangen ist; in letzterem Falle wird 
sich die Geschwindigkeit als wesentlich grdBer ergeben. 

Bisher nahmen wir an, daft die Eigengeschwindigkeiten 
der Sterne, die wir beobachten, mit den Geschwindigkeiten 
vergleichbar seien, wie sie Massen erreichen, die sich in 
der angegebenen Weise bewegen; dadurch entsteht eine 
gewisse Schwierigheit. Wir gaben oben einen Wert fur die 
Dimensionen der Milchstrafie, wir hatten denselben aus 
den beobachteten Eigengeschwindigkeiten abgeleitet, und 
letztere waren von derselben Groftenordnung wie die Ge- 
schwindigkeit der Erde in ihrer Bahn; welche Dimension 
haben wir nun auf diese Weise gemessen? Etwa die Dicke? 
Oder den Radius des linsenformigen Systems? Sicher einen 
dazwischenliegenden Wert; konnen wir aus ihm etwas uber 
die Dicke oder uber den Radius der Linse aussagen? Dazu 
fehlt es noch an den notigen Grundlagen ; ich begnuge mich 
damit, auf die Moglichkeit hinzuweisen, daft man eine 
wenigstens angenaherte Auswertung der beiden Dimensionen 
auf eine vertiefte Diskussion der Eigenbewegungen griinden 
kann. 

Bei einem solchen Versuche bieten sich zunachst zwei 
Hypothesen: 

Entweder die Sterne des Systems haben Geschwindigkeiten, 
die grdfttenteils der Ebene der Milchstrafie parallel, sonst 
aber auf alle, zu dieser Ebene parallelen Richtungen gleich- 
mafiig verteilt sind. In diesem Falle mufi die Beobachtung 
der Eigenbewegungen ein Vorwiegen der zur genannten 
Ebene parallelen Geschwindigkeitskomponenten ergeben; 


Digitized by v^ooQle 



240 


IV. Bach. Die Wissenschafl der Astronomic 


ich weifi nicht, ob unter diesem Gesichtspunkte schon eine 
systematische Diskussion der Beobachtungen angestellt 
wurde; die Entscheidung ist also zurzeit nicht moglich. 
Obrigens wurde ein derartiges Gleichgewicht nur provisorisch 
sein kdnnen, denn infolge der ZusammenstdBe werden die 
Molekule (bier also die Sterne) mit der Zeit Geschwindig- 
keiten annehmen, die senkrecht zur MilchstraBenebene eine 
merkliche Komponente besitzen und schlieBlich diese Ebene 
verlassen, so daB sich das System der Kugelform nahert, 
der einzigen Gleichgewichtsfigur einer isolierten Gasmasse. 

Oder das ganze System besitzt eine gemeinsame Rotation 
und ist deshalb abgeplattet, wie es die Erde, Jupiter und 
viele andere rotierende Korper sind. Da aber die Ab- 
piattung bedeutend ist, muB die Rotationsgeschwindigkeit 
sehr groB sein; uber die Bedeutung des Wortes „sehr groB“ 
in diesem Zusammenhange mussen wir uns noch einigen. 
Die Dichte der MilchstraBe ist io* 5 mal geringer, als die 
Dichte der Sonne ; eine Rotationsgeschwindigkeit, die 
j/To^mal kleiner als diejenige der Sonne ist, ware der 
letzteren also hinsichtlich der Abplattung aquivalent; eine 
Geschwindigkeit, die io 1J mal geringer als die Erdge- 
schwindigkeit ist, also etwa ein dreiBigstel Bogensekunde 
pro Jahrhundert betragt, ware hier schon als sehr groB zu 
betrachten, fur die Mdglichkeit eines stabilen Gieichgewichtes 
beinahe zu groB. 

Bei dieser Hypothese werden die beobachtbaren Eigen- 
bewegungen gleichmaBig verteilt sein, und es ist kein Grand 
mehr fur das Vorwiegen der zur MilchstraBenebene parallelen 
Komponenten vorhanden. Diese Bewegungen lehren uns 
nichts uber die Rotation selbst, denn wir sind selbst ein 
Teil des rotierenden Systems. Wenn die spiralfdrmigen 
Nebelflecke andere MilchstraBensysteme darstellen und nicht 
zu unserem Systeme gehoren, so nehmen sie an dieser Ro- 
tation nicht teil, und man konnte ihre Eigenbewegungen 
studieren. Das wird allerdings durch ihre grofie Entfemung 
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scheinbar erschwert; wenn ein Nebelfleck die Dimensionen 
unserer Milchstrafie besitzt und sein scheinbarer Radius 
z. B. 20 Bogensekunden betragt, so betragt seine Entfemung 
1 0,000 mal den Radius der Milchstrafie. 

Fur uusere Frage ist dies aber belanglos, denn nicht fiber 
die Translation unseres Systems sollen uns diese femen 
Nebelflecke etwas lehren, sondem uber die Rotation. Durch 
ihre scheinbare Bewegung unterrichten uns die Fixsteme 
uber die tagliche Rotation der Erde, obgleich ihre Entfer- 
nung ungeheuer ist. Ungliicklicherweise ist die mogliche 
Rotation der Milchstrafie, sei sie relativ auch noch so 
schnell, absolut betrachtet sehr langsam, und die Einstellung 
der Teleskope auf die Nebelflecke kann nicht sehr genau 
sein; die Beobachtungen mfissen alsoTausende vonjahren 
fortgesetzt werden, bis sie uns etwas lehren konnen. 

Bei dieser zweiten Hypothese ware die Gestalt des Milch- 
strafiensystems jedenfalls eine definitive Gleichgewichtsfigur. 

Uber den relativen Wert dieser beiden Hypothesen will ich 
nicht langer diskutieren, denn es gibt noch eine dritte Hy- 
pothese, die wahrscheinlich am meisten fur sich hat. Unter 
den nicht auflosbaren Nebelflecken unterscheidet man be- 
kanntlich verschiedene Arten: die unregelmafiigen Nebel- 
flecke, zu denen derjenige des Orion gehort, die planetari- 
schen oder Ringnebel, und die Spiralnebel. Die Spektra 
der beiden ersten Arten sind bestimmt worden, sie sind 
diskontinuieriich; diese Nebel werden also nicht von Stemen 
gebildet; ihre Verteilung fiber den Himmel scheint fibrigens 
mit der Milchstrafie in Beziehung zu stehen; einige sind ihr 
besonders nahe, andere sind besonders weit von ihr ent- 
fernt; sie gehoren also zum System der Milchstrafie. Die 
Spiralnebel dagegen werden allgemein als von der Milch- 
strafie unabhangig betrachtet; man nimmt an, dafi sie eben- 
falls aus einer Menge von Sternen bestehen, oder, mit an- 
deren Worten: dafi sie andere Milchstrafiensysteme sind, 
in grofier Entfemung von unserem Systeme. Die neueren 

Poincare: Wissenschaffc und Methode 1 6 
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Arbeiten von Stratonoff versuchen unser MilchstraBen- 
system als einen Spiralnebel darzustellen, und das ist die 
dritte Hypothese, von der ich sprechen wollte. 

Wie soil man die eigentumlichen Erscheinungen erklaren, 
welche uns die Spiralnebel darbieten und die so regel- 
mafiig und so konstant sind, da£ wir sie nicht dem Zufalle 
zuschreiben konnen? Es genugt, einen fluchtigen Blick auf 
die Abbildung eines solchen Nebels zu werfen, um zu er- 
kennen, daB sich die Masse in Rotation befindet; man kann 
sogar den Sinn dieser Rotation feststellen, denn alle spiral- 
formigen Radien sind in gleichem Sinne gekrdmmt ; offenbar 
bleibt der bei der Drehung vorwartsmarschierende Flugel 
gegen den am Drehpunkte feststehenden Flugelmann zuruck, 
und dadurch bestimmt sich der Sinn der Rotation. Diese 
Nebelflecke konnen daher nicht mit einem in Ruhe befind- 
lichen Gase verglichen werden, auch nicht mit einem Gase, 
das sich unter dem Einflusse einer gleichformigen Rotation 
in relativem Gleichgewichte befande ; man muB sie mit einem 
andauemd bewegten Gase vergleichen, in welchem heftige 
innere Sturme herrschen. 

Setzen wir z. B. voraus, daft die Rotationsgeschwindigkeit 
des zentralen Kernes sehr groB sei (was wir darunter ver- 
stehen, brauche ich nicht zu erortem) , zu groB fur ein sta- 
biles Gleichgewicht; alsdann wird am Aquator die Zentri- 
fugalkraft fiber die Anziehungskraft uberwiegen, und die 
Sterne werden sich durch den Aquator nach auBen entfemen 
und sich dabei auf divergenten Bahnen bewegen ; wahrend 
sie sich weiter und weiter entfemen, bleibt ihr Rotations- 
moment konstant, wahrend der Radiusvektor wachst, ihre 
Winkelgeschwindigkeit muB also abnehmen, und deshalb 
bleibt der auBere Flugel scheinbar zuruck. 

Bei dieser Auffassungsweise ist keine permanente Bewe- 
gung vorhanden; der zentrale Kem verliert bestandig an 
Materie, die sich nach auBen entfemt und nicht zuruckkehrt; 
der Kem wird also immer leerer. Wir konnen diese Hypo- 
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these indessen abandern. In dem MaBe, wie der Stern sich 
entfemt, verliert er an Geschwindigkeit, und diese wird schlieB- 
lich gleichNull; in dem Momente kommt die Attraktionskraft 
zur Wirkung und fuhrt ihn zum Kerne zuruck; so entstehen 
zentripetale Bewegungen. Nehmen wir den Vergleich miteiner 
Truppe in Marschordnung wieder auf, die eine Schwenkung 
ausfuhrt, so miissen die zentripetal bewegten Sterne im ersten 
Gliede, die zentrifugal bewegten im zweiten Gliede gedacht 
werden; die zentrifugale Kraft namlich muB durch die At- 
traktion ausgeglichen werden, die von den zentralen Schich- 
ten des Stemschwarmes auf die auBeren Schichten ausgeubt 
wird. 

Nach einer gewissen Zeit wird sich ein permanenter Zu- 
stand herstellen ; da der Schwann gekrummt ist, so wird die 
Anziehung, welche der auBere Fliigel desselben auf den zen- 
tralen Teil des Schwarmes ausiibt, die Bewegung des letz- 
teren verzogern, und die Anziehungskraft des zentralen Teiles 
auf den auBeren Fliigel wird die Bewegung dieses Fliigels 
beschleunigen, der letztere wird daher immer weniger zuruck- 
bleiben, und schlieBlich werden alle die spiralfdrmig ge- 
krummten Strahlen mit gleichformiger Geschwindigkeit ro- 
tieren. Man kann dabei noch annehmen, daB die Rotation 
des Kernes schneller vor sich geht als die Rotation der 
Strahlen. 

Hier erhebt sich noch eine weitere Frage: weshalb ord- 
nen sich diese zentripetalen und zentrifugalen Sternschwarme 
in einzelnen Strahlen an, anstatt sich nach alien Richtungen 
gleichmaBig zu zerstreuen? Femer, weshalb verteilen sich 
diese Strahlen gleichmaBig um den Kern? Die Schwarme 
konzentrieren sich in einzelne Strahlen wegen der Anziehung, 
welche von den schon existierenden Schwarmen auf die Sterne 
ausgeubt werden, die sich in ihrer Nachbarschaft eben von 
dem Kerne losen. Wenn einmal eine Ungleichheit entstanden 
ist, so hat sie aus diesem Grande das Bestreben, sich immer 
mehr zu entwickeln. 

16* 
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Schwieriger ist die Frage zu beantworten, weshalb sich 
die Strahlen gleichmafiig verteilen. Nehmen wir an, es gabe 
keine Rotation, and alle Sterne befanden sich in zwei zu- 
einander rechtwinkligen Ebenen, and zwar sei ihre Vertei- 
lang symmetrisch im Verhaltnisse za beiden Ebenen. Infolge 
der Symmetric ist kein Grand dafur vorhanden, daB sie diese 
Ebenen verlassen, noch dafur, daB die Symmetric sich an- 
dert. Diese Konfigaration wurde also im Gleichgewichte sein, 
aber dies Gleichgewicht ware anstabil. 

Wenn aber Rotation vorhanden ist, so ergibt sich eine 
analoge, im Gleichgewichte befindliche Konfigaration bei An- 
nahme von vier gekrummten Strahlen, die unter sich gleich 
sind and sich unter einem Winkel von je 90 0 schneiden; and 
wenn die Rotation hinreichend schnellist, so kann dies Gleich- 
gewicht stabil sein. 

In die Einzelheiten kann ich hier nichtweiter eingehen; es 
genfigt, wenn aus dem vorstehenden erkannt wird, daB diese 
Spiralformen vielleicht einst erklart werden konnen, ohne daB 
man andere Hilfsmittel n 5 tig hat als das Gravitationsgesetz 
and statistische Betrachtangen, die den in der Gastheorie 
ublichen analog sind. 

Was ich von inneren Sturmen in den Nebelflecken gesagt 
habe, zeigt, daB es ein groBes Interesse hat, die Gesamtheit 
der Eigenbewegungen der Sterne systematisch zu studieren; 
das wird man nach etwa hundert Jahren ausfuhren konnen, 
indem man eine zweite Ausgabe der Himmelskarte unter- 
nimmt und sie mit der gegenwartig von uns hergestellten 
ersten Ausgabe vergleicht. 

Zum SchluB will ich die Aufmerksamkeit noch auf die Frage 
nach dem Alter der MilchstraBe und der Nebelflecke lenken. 
Wenn die von uns vorstehend entwickelten Theorien richtig 
sind, so konnen wir uns von diesem Alter eine Vorstellung 
machen. Die Art statistischen Gleichgewichts , von der wir 
in den Gasen ein Beispiel sehen, kann sich nur infolge einer 
groBen Anzahl von ZusammenstoBen der Molekule herstellen. 
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Wenn diese Zusammenstofie selten sind, so kann sich also 
das Gleichgewicht erst nach sehr langer Zeit bilden; das 
System der Milchstrafie (oder wenigstens die in ihm enthal- 
tenen Sternhaufen) und die Nebelflecke haben diesen Gleich- 
gewichtszustand nur erreicht, weil sie sehr alt sind, und da- 
mit haben wir eine untere Grenze. Wir konnen ebenfalls eine 
obere Grenze angeben; das Gleichgewicht namlich ist nicht 
definitiv und kann nicht immer dauem. Unsere Spiralnebel 
sind Gasen vergleichbar, die sich in permanenter Bewegung 
befinden; aber die so bewegten Gase sind viskos, und ihre 
Geschwindigkeiten nutzen sich schliefilich ab. Der Viskositat 
entspricht bei den Stemen eine Grofie, die von der Wahr- 
scheinlichkeit fur die Molekiilzusammenstofie abhangt; die- 
selbe ist aufierordentlich klein, so dafi der gegenwartige Zu- 
stand noch fur eine aufierordentlich lange Zeit andauem 
kann, aber nicht fur immer: unsere Milchstrafiensysteme kon- 
nen nicht unendlich alt werden und nicht ewig leben. 

Betrachten wir ferner unsere Atmosphare: an ihrer Ober- 
flache mufi eine unendlich kleineTemperatur herrschen, und 
die Geschwindigkeit der Molekiile mufi dort sehr nahe gleich 
Null sein. Aber hiermit ist nur die mittlere Geschwindigkeit 
gemeint; ein einzelnes Molekiil kann infolge der Zusammen- 
stofie (wenn auch selten) eine aufierordentlich grofie Ge- 
schwindigkeit erlangen, und dann wird es die Atmosphare 
verlassen und nicht mehr zu ihr zuruckkehren; in aufierordent- 
lich langer Zeit wurde sich unsere Atmosphare also allmah- 
lich leeren. Das Milchstrafiensystem wird infolge des glei- 
chen Vorganges auch hin und wieder einen Stem verlieren, 
und das gibt eine Grenze fur die Dauer des Systems. 

Wenn wir so das Alter der Milchstrafie abschatzen, wiir- 
den wir offenbar enorme Zahlen finden. Aber hier bietet sich 
noch eine Schwierigkeit Nach dem Urteil einiger Physiker, 
das sich auf andere Uberlegungen stutzt, soli den Sonnen 
nur eine verhaltnismafiig kurze Dauer bestimmt sein, unge- 
fahr funfzig Millionen Jahre, wahrend das von uns gefundene 
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Minimum sehr viel grdBer ware. MuB man annehmen, daB 
die Entwicklung der MilchstraBe begann, als die Materie 
noch dunkel war? Aber wie konnten dann die sie bildenden 
Sterne alle zu gleicher Zeit zur Reife gelangen, zu einer Reife, 
die von so kurzerDauer sein soil? Oderhaben sie etwanach- 
einander dieses reife Alter erreicht, und bilden etwa die von 
uns gesehenen Sterne nur eine geringe Minoritat gegenuber 
denjenigen, die entweder schon erloschen sind Oder erst in 
der Zukunft aufleuchten werden? Wie aber lafit sich diese 
Annahme mit dem vereinigen, was wir oben iiber die Nicht- 
existenz dunkler Materie in groBerer Menge gesagt haben? 
Miissen wir jetzt eine dieser beiden Annahmen aufgeben? 
Und welche? Ich beschranke mich darauf, die Schwierig- 
keiten zu bezeichnen, ohne die Ldsung versuchen zu konnen; 
ich schlieBe also mit einem groBen Fragezeichen. 1st es doch 
auch interessant, Probleme zu stellen, selbst dann, wenn ihre 
Losung scheinbar noch in weiter Feme liegt. 

Zweites Kapitel. 

Die Geoc&sie in Frankreich. 

Jedermann begreift, welches Interesse wir daran nehmen, 
die Form und die Dimensionen unserer Erde zu kennen; 
aber manche werden sich wohl uber die Genauigkeit wun- 
dern, die man dabei verlangt. 1st das uberflussiger Luxus? 
Wozu dienen die Anstrengungen, welche von den Geodaten 
dafur aufgewandt werden? 

Wenn man diese Frage an einen Parlamentarier richtete, 
so wurde er, glaube ich, antworten: „Ich muB die Geodasie 
fur eine der nutzlichsten Wissenschaften halten, denn sie 
gehort zu denjenigen, die uns am teuersten zu stehen kom- 
men.“ Ich mochte es versuchen, eine etwas genauere Ant- 
wort auf die gestellten Fragen zu geben. 

Die groBen Kunstbauten, sowohl diejenigen fur den Krieg 
als diejenigen fur den Frieden, konnen nicht ohne lange 
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Vorstudien untemommen werden, welche unniitze Versuche, 
falscheBerechnungen und uberflussige Kosten ersparen. Diese 
Vorstudien konnen nur auf Grand einer guten Karte durch- 
gefiihrt werden. Eine Karte ist aber nur ein wertloses Phan- 
tasiegebilde , wenn man sie konstruiert, ohne sicb auf ein 
solides Knochengerust zu stutzen. Ebensogut konnte man 
einen menschlichen Korper aufrecht stellen wollen, aus dem 
man das Skelett entfemt hat. 

Dieses Knochengerust liefem uns die geodatischen Mes- 
sungen; ohne Geodasie also gibt es keine gute Karte, ohne 
gute Karte keine groBen dffentlichen Arbeiten. 

Diese Grande wurden sicher zur Rechtfertigung eines gro- 
Ben Teiles der Ausgaben genugen; aber sie konnen doch 
nur Manner der Praxis uberzeugen. Auf diese Art von Gran- 
den konnen wir uns hier nicht weiter einlassen; es gibt noch 
hohere und wichtigere Grunde. 

Wir wollen die Frage deshalb anders stellen: Kann die 
Geodasie zur besseren Erkenntnis der Natur beitragen? Kann 
sie die Einheit und Harmonie derselben uns verstehen helfen? 
Eine vereinzelte Tatsache hat hierbei nur wenig Wert, die 
Errangenschaften der Wissenschaft werden nur wertvoll, wenn 
sie neue Fortschritte vorbereiten. 

Wenn man einen kleinen Buckel auf dem Erdellipsoide 
entdecken wurde, so ware diese Entdeckung an sich ohne 
groBes Interesse. Sie wurde dagegen wertvoll werden, wenn 
wir beim Erforschen der Ursache dieses Buckels die Aus- 
sicht hatten, in neue Geheimnisse der Natur einzudringen. 

Von solchen Gedanken warenMaupertuis und La Con- 
d amine beseelt', als sie sich im achtzehnten Jahrhundert so 
verschiedenen Klimaten aussetzten; es handelte sich damals 
nicht nur um die Gestalt unseres Planeten, sondem es han- 
delte sich um das ganze Wei tsy stem. 

Wenn sich namlich ergab, daB die Erde wirklich abgeplattet 
sei, so hatte Newton gesiegt und mit ihm die Lehre von der 
Gravitation und die ganze moderne Mechanik des Himmels. 
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Hatte die Geodasie uns heute, anderthalb Jahrhunderte 
nach dem Siege der Newtonianer, nichts mehr zu lehren? 

Wir wissen nichts uber das Innere der Erdkugel. Die 
Schachte der Bergwerke und die Tiefbohrungen haben uns 
eine Schicht von ein oder zwei Kilometer Dicke kennen ge- 
lehrt, d. h. den tausendsten Teil der ganzen Erdmasse; was 
aber liegt unter dieser Schicht? 

Von alien merkwurdigen Reisen, die Jules Verne er- 
traumt hat, hat uns vielleicht die Reise nach dem Mittelpunkte 
der Erde in die am wenigsten erforschten Gegenden gefuhrt. 

Die tiefliegenden Felsen, zu denen wir nicht gelangen 
kdnnen, uben jedoch aus der Ferae ihre Anziehungskraft 
aus; sie wirken dadurch auf das Pendel und deformieren 
das Erdspharoid. Die Geodasie kann sie deshalb sozusagen 
aus der Ferae wiegen und uns uber ihre Verteilung im Erd- 
innera unterrichten. Sie laBt uns damit einen Blick in diese 
geheimnisvollen Gebiete werfen, die Jules Verne uns nur 
mit seiner Einbildungskrafit zeigen konnte. 

Das ist nicht ein eider Traum. Durch Vergleichung aller 
Messungen gelangte Faye zu einem fur uns hochst uber- 
raschenden Resultate. Unter den Meeren gibt es in derTiefe 
Felsen von sehr groBer Dichte; unter den Kontinenten da- 
gegen gibt es hohle Raume. 81 ) 

Neue Beobachtungen werden diese SchluBfolgerungen viel- 
leicht im einzelnen modifizieren. 

Auf jeden Fall hat uns unser verehrter Senior gezeigt, in 
welcher Richtung man suchen muB, und was der Geodat 
den Geologen lehren kann, der darauf ausgeht, die Kon- 
stitution des Erdinnera aufzuklaren, und was er dem Denker 
lehren kann, der uber Vergangenbeit und Ursprung unseres 
Planeten nachdenken will. 

Weshalb habe ich aber dies Kapitel „die Geodasie in 
Frankreich“ genannt? Deshalb, weil diese Wissenschaft, mehr 
vielleicht als alle anderen, einen nationalen Charakter ange- 
nommen hat. Es ist leicht, den Grand dafiir einzusehen. 
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Es mufi einen Wettbewerb unter den Nationen geben. Im 
wissenschaftlichen Wetteifer gilt noch immer die Ritterlich- 
keit, oder wenigstens fast immer; jedenfalls ist dieser Wett- 
eifer notwendig, denn er ist immer fruchtbar. 

Bei derartigen Untemehmungen, welche so langandauemde 
Arbeit und so viele Mitarbeiter erfordem, verschwindet der 
einzelne, wenn auch wider Willen; es hat keiner das Recht 
zu sagen: dies ist mein Werk. Deshalb besteht der Wett- 
bewerb hier nicht zwischen den einzelnen Menschen, sondem 
zwischen den Nationen. 

So kommen wir dazu, uns zn fragen, welchen Anteil Frank- 
reich an der Geodasie hatte. Ich glaube, wir haben das Recht, 
auf diesen Anteil stolz zu sein. 

Zu Anfang des achtzehnten Jahrhunderts erhoben sich lange 
Diskussionen zwischen den Newtonianem, welche die Erde 
fur abgeplattet hielten (wie es die Theorie der Gravitation 
erfordert), und zwischen Cassini, der sich durch ungenaue 
Messungen tauschen liefi und unsere Erde fur ein verlan- 
gertes Rotationsellipsoid hielt. Nur die direkte Beobachtung 
konnte die Frage entscheiden. Unsere Acad6mie des Scien- 
ces unternahm diesen, fur die damalige Zeit gigantischen 
Versuch. 

WahrendMaupertuis und Clairaut einen Meridiangrad 
unter dem nordlichen Polarkreise mafien, gingen Bouguer 
und La Con d amine in die Berge der Anden, also in Ge- 
genden, die damals zu Spanien gehorten und heute die Re- 
publik Equador bilden. 

Unsere Abgesandten muBten sich grofien Entbehrungen 
aussetzen. Das Reisen war damals nicht so leicht wie heute. 

Das Land, in dem Maupertuis arbeitete, war allerdings 
keine Wuste, soil er doch dort sogar von den Lapplande- 
rinnen nicht unfreundlich aufgenommen sein, wahrend den 
eigentlichen Nordpolfahrem derartiges versagt bleibt. Das 
war ungefahr die Gegend, in welcher heutzutage bequeme 
Dampfer jeden Sommer ganze Karawanen von Touristen 
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und jungen Englandem befordem. Aber damals gab es 
noch keine Agentur Cook, und Maupertuis konnte mit 
gutem Gewissen behaupten, daB er eine Polarexpedition ge- 
macht habe. 

Vielleicht hatte er nicht ganz unrecht. Die Russen und 
Schweden unternehmen heute analoge Messungen auf Spitz- 
bergen, also in einem Lande, wo es wirkliche Eisbanke gibt. 
Sie verfugen jedoch uber ganz andere Hilfsmittel, und die 
Diflferenz der Jahre kompensiert so die Differenz der Breiten- 
grade. 

Damals herrschte Voltaire im Reiche des Geistes, und 
Maupertuis hatte das Ungluck, ihm zu miBfallen; die trau- 
rige Erinnerung daran ist uns durch die Schmahschrift Vol- 
taires uber den Doktor Akakia erhalten. Erst wurde Mau- 
pertuis von ihm uber alle Mafien gelobt; doch die Schmei- 
cheleien der Konige sind ebenso zu furchten, wie ihre Un- 
gnade, denn das Erwachen ist dann um so schrecklicher. 
Voltaire hat das selbst erfahren mussen. 

Maupertuis wurde von ihm als „mein lieber Meister im 
Denken“ bezeichnet, als „ Marquis des Polarkreises 44 , als 
„Aplatisseur du monde et de Cassini 4 * und sogar (was die 
hochste Schmeichelei sein sollte) als „Sir Isaac Mauper- 
tuis 44 ; Voltaire schrieb ihm: „Nur denKonig von PreuBen 
stelle ich mit Ihnen auf gleiche Stufe; er hat nur den einen 
Fehler: daB er nicht Mathematiker ist .* 4 Aber bald anderte 
sich das Bild; er spricht nicht mehr davon , ihn „unter die 
Gotter zu versetzen, wie es mit den Argonauten bei den 
Griechen geschah 44 , Oder „den Rat der Gotter vom Olymp 
herabsteigen zu lassen, um seine Arbeiten zu bewundem 44 , 
sondern er will ihn jetzt in ein Irrenhaus bringen lassen. Er 
spricht nicht mehr von seinem feinen Geiste, sondern von 
seinem despotischen Stolze, der durch wenig Wissen und 
viel Dunkel genahrt werde. 

Diese heroisch-komischen Streitigkeiten will ich hier nicht 
weiter erortem ; es sei mir nur gestattet, noch einige Bemer- 
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kungen uber zwei Verse von Voltaire zu machen. In sei- 
nem Discurs sur la mod6ration (es handelt sich dabei 
nicht um Mafiigung im Loben oder im Kritisieren) schreibt 
der Dichter: 

Vonz avez confirm^ dans des lieux pleins d’ ennui 
Ce que Newton connut sans sortir de chez lui. 

Diese beiden Verse, welche an Stelle der fruheren Lob- 
hymnen traten, sind sehr ungerecht, und Voltaire war ein 
viel zu heller Kopf, um sich dessen nicht bewufit zu sein. 

Aber damals schatzte man die Entdeckung am hochsten, 
die man machen kann „sans sortir de chez soi“. 

Heute wurde man umgekehrt von der Theorie wenig Auf- 
heben machen. Auch das ist ein Verkennen des Zieles der 
Wissenschaft. 

Wird die Natur von Laune und Zufall regiert oder herrscht 
in ihr die Harmonie? Das ist die Frage; nur wenn die Wissen- 
schaft uns diese Harmonie enthullt, ist sie schon, und wert 
gepflegt zu werden. Aber wie sollen wir einen Einblick in 
die Harmonie der Natur anders gewinnen, als durch die 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung? Es ist 
also unser Hauptziel r zu untersuchen, ob diese CFbereinstim- 
mung vorhanden ist oder fehlt. Diese beiden Worte, Theorie 
und Erfahrung, deren Inhalt wir miteinander vergleichen mus- 
sen, sind voneinander untrennbar. Es ware sinnlos, das eine 
zugunsten des anderen vemachlassigen zu wollen. Fur sich 
allein ware die Theorie leer, die Erfahrung kurzsichtig; beide 
waxen uberflussig und interesselos. 

Maupertuis hatte deshalb ein Anrecht auf einen Ruhmes- 
anteil. Gewifi, sein Anteil war nicht dem eines Newton ver- 
gleichbar, der vom gottlichen Funken beruhrt war, selbst nicht 
mit dem seines Zeitgenossen Cl air a ut. Trotzdem ist sein 
Verdienst nicht gering zu schatzen, denn sein Werk war not- 
wendig; Frankreich war im siebzehnten Jahrhundert von Eng- 
land weit uberholt, und wenn es im folgenden Jahrhundert 
seinen Platz wieder eroberte, so haben wir das nicht nur dem 
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Genie eines Clair aut, eines d’Alembert, eines Laplace 
zu danken, sondem auch dem langen und muhevollen Aus- 
harren eines Manpertnis und eines La Condamine. 

Wir kommen jetzt zu einer Periode der Geodasie, die man 
als die zweite heroische bezeichnen k6nnte. Frankreich war 
im Innern zerrissen. Ganz Europa stand ihm in Waffen gegen- 
iiber; diese Riesenkampfe schienen alle Krafte zu absor- 
bieren. Und trotz alle dem blieb ihm nocb Kraft, der Wissen- 
schaft zu dienen. Die Manner jener Zeit schreckten vor 
keinem Untemehmen zuruck, sie hatten Vertrauen auf den 
Erfolg. 

Delambre und M6chain wurden beauftragt, einen Me- 
ridianbogen von Dunkirchen bis Barcelona zu messen. Man 
ging jetzt nicht nach Lappland oder Peru; die feindlichen 
Flotten versperrten den W eg dorthin. Wenn sich die wissen- 
schaftlicben Expeditionen auch weniger weit ausdehnten, so 
waren in diesen unruhigen Zeiten die Hindemisse und Ge- 
fahren doch ebenso groB. 

In Frankreich hatte Delambre gegen den Unverstand arg- 
wohnischer Gemeindevertretungen zu kampfen. Die so weit 
sichtbaren Kirchturme lassen sich bekanntlich leicht genau 
visieren und dienen deshalb den Geodaten oft als Signale. 
Aber in den Gegenden, wo Delambre zu arbeiten hatte, 
gab es keine Kirchturme. Irgendein Prokonsul hatte dieses 
Gebiet bereist und ruhmte sich, alle Kirchturme umgesturzt 
zu haben, die sich stolz fiber die bescheidenen Wohnungen 
der Sans-Culotten erhoben. 

Man errichtete sodann Bretterpyramiden , die man mit 
weiBer Lein wand bedeckte, um sie besser sichtbar zu ma- 
chen. Das war aber ein neues Verbrechen: weifie Lein wand! 
Wer hatte die Kuhnheit, auf unseren soeben befreiten Berg- 
spitzen das verhaBte Banner der Gegenrevolution aufzupflan- 
zen? Es blieb nichts anderes iibrig, als die weiBe Lein wand 
mit blauen und roten Bandera einzufassen. 
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M6 chain arbeitete in Spanien; dort gab es andere, aber 
nicht geringere Schwierigkeiten. Die spanischen Bauem ver- 
hielten sich feindlich. An Kirchturmen war dort kein Man- 
gel: aber war es nicht ein Verbrechen gegen die Religion, 
auf ihnen geheimnisvolle Instrumente aufzustellen , die viel- 
leicht gar mit dem Satan in Verbindung standen? Die Re- 
volution are Frankreichs waren allerdings die Verbundeten 
Spaniens, aber diese Verbundeten erschienen den Bauem 
reif fur den Scheiterhaufen. 

„Fortwahrend“, so schreibt M6 chain, „droht man, uns 
zu erwurgen.“ Dank den Ermahnungen derPriester und den 
Hirtenbriefen der Bischofe begnugten sich zum Gluck die 
blutgierigen Spanier mit Drohungen. 

Einige Jahre spater untemahm M6chain eine zweite Ex- 
pedition nach Spanien: er beabsichtigte, den Meridian von 
Barcelona bis zu den Balearen fortzusetzen. Es war das erste- 
mal, daB man versuchte, die Triangulationen uber einen breiten 
Meeresarm hiniiber auszudehnen, indem man die auf einem 
hohen Berge einer entfemten Insel errichteten Signale beob- 
achtete. Das Untemehmen war gut ausgedacht und gut vor- 
bereitet; trotzdem miBgluckte es. Der franzosische Gelehrte 
stieB auf alle moglichen Schwierigkeiten, uber die er sich in 
seinen Briefen bitter beklagt. „Die Holle“, so schreibt er, 
vielleicht mit etwas Obertreibung, „die Holle und alle Gei- 
Beln, die sie auf die Erde ausspeit, Sturm, Krieg, Pest und 
schwarze In trigen sind gegen mich losgelassen!“ 

Tatsachlich fand er bei seinen Mitarbeitem mehr Hoch- 
mut und Starrsinn als guten Willen, und tausend Zufalligkeiten 
verzogerten seine Arbeit. Die Pest war nicht schlimm, die 
Furcht vor der Pest war mehr zu furchten; jede dieser In- 
seln miBtraute den Nachbarinseln und furchtete, daB von 
dort die Geifiel der Pest uber sie kame. Nur nach langen 
Wochen erhielt M6 chain die Erlaubnis, sich einzuschiffen, 
und unter der Bedingung, alle seine Papiere mit Essig tran- 
ken zu lassen; Essig war das damalige Antiseptikum. 


Digitized by v^ooQle 



254 


IV. Buch. Die Wissenschaft der Astronomie 


Entmutigt und krank bat er schlieBlich um seine Zuriick- 
berufung, starb aber vor seiner Ruckkehr. 

Arago und Biot erhielten den ehrenvollen Auftrag, das 
unvollendete Werk wieder aufzunehmen, und sie fuhrten es 
glucklich durch. 

Dank der Unterstiitzung der spanischen Regierung, sowie 
der Protektion mehrerer Bischofe und vor allem eines be- 
ruhmten Rauberhauptmanns schritten die Arbeiten schnell 
vorwarts. Sie waren glucklich beendigt, und Biot war nach 
Frankreich zuruckgekehrt, als der Sturm losbrach. 

Es war die Zeit, wo ganz Spanien zu den Waffen griff, 
um seine Unabhangigkeit gegen uns zu verteidigen. Wes- 
halb bestieg dieser Fremde hohe Berge, und zu welchem 
Zwecke gab er von dort Signale? Oflfenbar doch nur, um die 
franzosische Armee herbeizurufen. Arago konnte der Volks- 
wut nur dadurch entgehen, daB er sich als Gefangener den 
Behorden stellte. Im Gefangnisse hatte er das Vergniigen, 
in den spanischen Zeitungen den Bericht fiber seine eigene 
Hinrichtung zu lesen. Auch die damaligen Zeitungen brachten 
manchmal verfruhte Nachrichten. Er hatte wenigstens den 
Trost, zu erfahren, daB er mutig und christlich gestorben sei. 

Selbst das Gefangnis war nicht mehr sicher; er muBte 
fliehen, und es gelang ihm, Algier zu erreichen. Dort schiflfte 
er sich auf einem algerischen Schiflfe nach Marseille ein. 
Dieses SchifF wurde von spanischen Seeraubem gefangen, 
und so wurde Arago nach Spanien zuriickgebracht und 
von einem Gefangnisse in das andere geschleppt, von Un- 
geziefer geplagt und im schrecklichsten Elend. Der Dey 
von Algier hatte sich nicht geriihrt, wenn es sich um seine 
Untertanen oder um seine Gaste gehandelt hatte. Aber an 
Bord des gekaperten Schiffes hatten sich zwei Lowen be- 
funden, die der afrikanische Furst als Geschenk fur Napoleon 
bestimmt hatte. Der Dey drohte mit Krieg. 

Das SchifF und die Gefangenen wurden also schlieBlich 
freigegeben. Da ein Astronom an Bord war, hatte die 
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Richtung der Weiterfahrt genau eingehalten werden kdnnen ; 
aber der Astronom war seekrank, und die algerischen See- 
leute, die eigentlich nach Marseille wollten, landeten in 
Bougi. Von dort begab sich Arago nach Algier, indem 
er, inmitten von tausend Gefahren, Kabylien zu FuB durch- 
wanderte. Noch lange wurde er in Afrika festgehalten und 
sogar mit dem Bagno bedroht. Endlich durfte er nach 
Frankreich zuruckkehren; seine Beobachtungen , die er 
unter seinem Hemde verborgen hatte, und, was noch merk- 
wurdiger ist, seine Instrumente, hatten diese schrecklichen 
Abenteuer unversehrt iiberstanden. 

Bis dahin hatte Frankreich nicht nur den ersten Platz in 
der Geodasie eingenommen, sondem hatte allein fur diese 
Wissenschaft groBe Opfer gebracht. In den folgenden 
Jahren sind wir nicht untatig geblieben; unsere muster- 
gultige Generalstabskarte ist ein Beweis dafur. Die neuen 
Beobachtungs- und Rechnungsmethoden hingegen kamen 
zu uns hauptsachlich von Deutschland und England. 82 ) Erst 
seit etwa vierzig Jahren hat Frankreich seinen fniheren Platz 
wieder eingenommen. 

Frankreich verdankt dies einem gelehrten Offizier, dem 
General Perrier, der ein wahrhaft kiihnes Unternehmen, 
die Verbindung von Spanien mit Afrika, erfolgreich durch- 
gefuhrt hat. Auf vier Bergspitzen an den beiden Ufern des 
Mittellandischen Meeres wurden Stationen errichtet. Wahrend 
langer Monate mufite man warten, bis die Atmosphare ruhig 
und klar war. Endlich bemerkte man den dunnen Licht- 
streifen, der uber das Meer hin einen Weg von dreihundert 
Kilometem zuriickgelegt hatte. Damit war das Unternehmen 
geglhckt. 

Heute verfolgt man noch kuhnere Plane. Von einem 
Berge bei Nizza sendet man Signale nach Korsika, aber 
nicht zu geodatischen Zwecken, sondem um die Geschwin- 
digkeit des Lichtes zu messen. Die Entfemung betragt nur 
200 Kilometer; aber der Lichtstrahl muB den W eg hin und 
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zuruck machen, denn er wird von einem in Korsika aufge- 
stellten Spiegel zuruckgeworfen. Er darf sich auch nicht 
unterwegs verlieren, er mufi vielmehr ganz genau zu seinem 
Ausgangspankte zuruckkehren. 

Seitdem hat Frankreich in seinem Eifer fur die Geodasie 
nicht nachgelassen. Wir haben nicht mehr uber so erstaun- 
liche Abenteuer zu bench ten, aber die geleistete wissen- 
schaftliche Arbeit ist auBerordentlich grofi. Das Territorium 
Frankreichs diesseits und jenseits der Meere wird allmahlich 
mitDreiecken uberdeckt,die aufdasgenaueste gemessen sind. 

Man stellt heute strengere Anforderungen, und was unsere 
Vater bewunderten, geniigt uns nicht mehr. In dem MaBe 
wie man nach groBerer Genauigkeit strebt, wachsen die 
Schwierigkeiten betrachtlich ; uberall sind wir in Gefahr zu 
strauchein, und auf tausend unvermutete Fehlerquellen 
mussen wir gefaBt sein. Es ist deshalb notwendig, immer 
tadellosere Instrumente herzustellen. 

Auch hierin hat sich Frankreich nicht uberflugeln lassen. 
Unsere Apparate fur die Basis- und Winkelmessung lassen 
nichts zu wunschen ubrig; besonders erwahne ich noch 
das Pendel des Oberst Defforges, das die Messung der 
Schwere mit einer bisher ungekannten Genauigkeit auszu- 
fuhren gestattet. 

Die Zukunft der franzdsischen Geodasie liegt gegenwartig 
in den Handen der geographischen Abteilung des Kriegs- 
ministeriums, deren Vorstande nacheinander die Generate 
Bassot und Berthaut waren. Man kann sich dazu nur 
begluckwiinschen. Zur Durchfiihrung geodatischer Arbeiten 
kommt es nicht allein auf die wissenschaftliche Tiichtigkeit 
an; unter jedem Klima muB man lange Strapazen ertragen 
konnen; der Chef muB sich auf den Gehorsam seiner Mit- 
arbeiter verlassen konnen, und er muB diesen Gehorsam von 
seinen eingeborenen Hilfskraften erzwingen. Das sind miii- 
tarische Eigenschaften. Man weiB ubrigens, daB in unserer 
Armee die Wissenschaft stets gleichen Schritt mit dem Mute 


Digitized by v^ooQle 



2. Kap. Die Geodasie in Frankreich 


257 


gehaiten hat. Eine militarische Organisation sichert ubrigens 
die nnentbehrliche Einheitlichkeit in der Durchfuhrung. Es 
ware viel schwieriger, anspruchsvolle Gelehrte zu gemein- 
samer Arbeit zu bewegen, die auf ihre Unabhangigkeit eifer- 
suchtig und um ihren sogenannten Ruhm besorgt sind, und 
die doch zur Erreichung eines gemeinsamen Zieles beitragen 
sollten , wenn sie auch durch groBe Entfernungen getrennt 
sind. Unter den fruheren Geodaten gab es dfters Diskus- 
sionen, von denen manche viel Staub aufwirbelten. Die 
Streitigkeiten zwischen Bouguer und La Condamine 
haben unsere Akademie lange beschaftigt. Ich will nicht 
behaupten, daB Offiziere kein Temperament haben, aber 
die Disziplin bandigt ihre zu empfindliche Eigenliebe. 

Mehrere auswartige Regierungen haben sich an unsere 
Offiziere gewandt, um den geodatischen Dienst zu organi- 
sieren. Ein Beweis dafiir, daB im Auslande der wissen- 
schaftliche EinfluB Frankreichs noch heute besteht. 

Unsere Techniker fur Wasserbau haben ebenfalls einen 
ruhmreichen Anteil an dem gemeinsamen Werke. Die 
kartographische Aufnahme unserer Kusten und unserer 
Kolonien, das Studium von Ebbe und Flut bieten ein weites 
Feld ihrer Tatigkeit. Ich erwahne endlich das allgemeine 
Nivellement von Frankreich, das nach den genauen und 
geistreichen Methoden von Lallemand ausgefuhrt wird. 

Mit solchen Mannern konnen wir sicher in die Zukunft 
schauen; an Arbeit wird es ihnen nicht fehlen; unser Kolonial- 
reich eroffhet ihnen weite, unerforschte Raume. Andererseits 
hat die intern ationale geodatische Assoziation die Notwendig- 
keit einer neuen Messung des Meridianbogens von Quito an- 
erkannt, den fruher La Condamine gemessen hatte. Mit 
dieser Arbeit wurde Frankreich betraut; es hatte ein wohl- 
begriindetes Recht darauf, denn unsere Vorfahren haben 
die Kordilleren sozusagen wissenschaftlich erobert. Diese 
Rechte wurden auch von niemandem bestritten, und unsere 
Regierung beeilte sich, dementsprechend zu handeln. 

Poincar6: Wissenschaft und Methode 1 7 
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Die Hauptleute Matt rain und Lacombe fuhrten eine 
erste Rekognoszierung aus; die Schnelligkeit , mit der sie 
schwierige Gebiete durcheiiten und die steilsten Spitzen er- 
klommen, um ihre Mission zu erfullen, verdient alles Lob. 
Sie erregte die Bewunderung des General Alfaro, des Pra- 
sidenten der Republik Ecuador, der ihnen den Beinamen 
„Los hombres de hierro“ (Die Manner von Eisen) beilegte. 

Die definitive Expedition wurde von dem Oberstleutnant 
Bourgeois gefuhrt. Die erhaltenen Resultate entsprachen 
den gehegten Erwartungen. Unsere Offiziere begegneten 
ailerdings unvorhergesehenen klimatischen Schwierigkeiten. 
Mehr als einmal mufite einer von ihnen mehrere Monate in 
einer Hdhe von viertausend Meter, in Nebel und Schnee 
ausharren, ohne irgend etwas von den Signalen zu sehen, 
auf die visiert werden sollte, die sich aber hartnackig ver- 
hullten. Dadurch entstand zwar eine Vermehrung der 
Kosten und eine Verzogerung der Arbeit, aber dank der 
Ausdauer und dem Mute unserer Offiziere hatte die Zuver- 
lassigkeit der Messungen night darunter zu leiden. 
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Auf den vorstehenden Seiten versuchte ich auseinander- 
zusetzen, wie der Gelehrte es anfangen muB, unter den un- 
zahligen Tatsachen, die sich ihm zur Erforschung darbieten, 
auszuwahlen; obgleich namlich eine Auswahl immer ein 
Opfer bedeutet, so zwingt ihn doch die naturliche Unzu- 
langlichkeit des Geistes, eine Auswahl zu treffen. Zuerst 
habe ich es durch allgemeine Erdrterungen erlautert, einer- 
seits suchte ich die Natur des zu ldsenden Problems klar- 
zulegen, andererseits die Natur des menschlichen Geistes, 
der doch das wichtigste Hilfsmittel fur die Ldsung ist, 
besser verstandlich zu machen. Sodann habe ich Beispiele 
vorgefuhrt; ich habe sie nur in beschrankter Zahl behandelt, 
denn auch ich muBte eine Auswahl treffen, und ich wahlte 
naturlich die Probleme, die ich selbst am meisten studiert 
habe. Andere hatten sicher eine andere Wahl getroffen; 
aber darauf kommt es nicht an, sie waren schlieBlich zu 
denselben SchluBfolgerungen gefuhrt worden. 

Es gibt eine Hierarchie der Tatsachen: Die einen sind 
ohne Belang; ihre Existenz ist das einzige, was sie uns 
lehren. Der Gelehrte , welcher ihre Existenz festgestellt 
hat, erfahrt dadurch nur diese eine Tatsache, ohne ein 
neues Mittel zur Voraussage neuer Tatsachen gewonnen zu 
haben. Derartige Tatsachen kommen, scheint es, wohl ein* 
mal vor, sind aber nicht dazu bestimmt, sich zu wiederholen. 

Andererseits gibt es Tatsachen von groBer Ergiebigkeit; 
jede von ihnen lehrt uns ein neues Gesetz. An sie muB 
sich der Gelehrte halten, da er nun einmal auf eine Aus- 
wahl angewiesen ist. 

17* 
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Diese Auswahl ist sicher nur relativ und von der Unzu- 
langlichkeit unseres Geistes beeinfluBt. Die Tatsachen von 
geringerer Ergiebigkeit sind die komplizierten Tatsachen, 
auf welche vielfache Umstande einen merklichen EinfluB 
austiben kdnnen, Umstande, die zu zahlreich und zu ver- 
schiedenartig sind, als daB wir sie aile unterscheiden konn- 
ten. Eigentlich mufite ich sagen: es sind dies diejenigen 
Tatsachen, die wir fur kompliziert halten, weil die be- 
gleitenden Umstande derartig verwickelt sind, dafi unsere 
Geisteskrafite fur deren Entwirrung nicht ausreichen. Ein 
Geist, der umfassender und feiner als der unserige ange- 
legt ist, wurde sicher die Tatsachen anders beurteilen. Aber 
das kann hier nicht in Frage kommen, denn wir verfugen 
nicht uber diesen hoheren Geist, sondera nur uber den un- 
serigen. 

Die Tatsachen von groBer Ergiebigkeit sind diejenigen, 
welche wir fur einfach halten, entweder weil sie wirklich 
einfach sind und nur durch eine kleine Anzahl wohldefi- 
nierter Umstande beeinfluBt werden, oder weil sie denSchein 
der Einfachheit erwecken, indem die verschiedenartigen Um- 
stande, von welchen sie abhangen, den Gesetzen des Zufalls 
gehorchen und sich deshalb gegenseitig kompensieren. Das 
letztere tritt am haufigsten ein. Deshalb waren wir gendtigt, 
das Wesen des Zufalls etwas naher zu prufen. Die Tat- 
sachen, auf welche die Gesetze des Zufalls anwendbar sind, 
werden dem Gelehrten zuganglich, wahrend er vor der 
auBerordentlichen Kompliziertheit anderer Probleme, auf die 
jene Gesetze nicht anwendbar sind, entmutigt dasteht. 

Wie wir gesehen haben, lassen sich diese Betrachtungen 
nicht nur auf die physikalischen, sondem auch auf die 
mathematischen Wissenschaften anwenden. Fur Physiker 
und fur Mathematiker sind die Beweismethoden nicht die- 
selben, aber die Methoden der Erfindung sind fur beide 
sehr ahnlich. Sie bestehen darin, daB man von der ein- 
zelnen Tatsache zum Gesetze aufsteigt, und daB man die- 
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jenigen Tatsachen aussucht, durch die man zu einem Ge- 
setze gefuhrt werden kann. 

Um dies ganz klar zu legen , habe icb gezeigt, wie der 
Mathematiker geistig arbeitet, und zwar unter drei verschie- 
denen Formen: ich zeigte den Geist des Mathematikers beim 
Erfinden und beim Schaffen; ich zeigte den Geist des naiven 
Geometers, der zur Zeit unserer femen Vorfahren Oder in 
den unklaren Jahren unserer Kindheit uns instinktiv den 
ersten Begriff des Raumes beibrachte; ich zeigte den Jung- 
ling, dem die Gymnasiallehrer die ersten Grundlagen der 
Wissenschaft enthullen und Verst andnis fur die grundlegen- 
den Definitionen beibringen. Oberall erkannten wir die 
Rolle der Intuition und der Verallgemeinerung, wir sahen, 
dab ohne diese beiden Hilfsmittel die bezeichneten drei 
Klassen von Mathematikem eine wie die andere zur Ohn- 
macht verurteilt waren. 

Bei dem Beweisverfahren selbst macht die Logik nicht 
alles aus; die richtige mathematische SchluBweise besteht 
in einer wirklichen Induktion, die zwar in mancher Be- 
ziehung von der physikalischen Induktion abweicht, aber 
doch wie diese vom Besonderen zum Allgemeinen fort- 
schreitet Alle Muhe, die man aufwandte, um diese Ord- 
nung umzusturzen und um die mathematische Induktion auf 
die Regeln der Logik zuruckzufuhren, hat nur zu MifJer- 
folgen gefuhrt, die durch Anwendung einer, dem Laien un- 
verstandlichen Sprache verdeckt wurden. 

Die von mir den physikalischen Wissenschaften entlehnten 
Beispiele zeigten verschiedene Tatsachen von grober Ergiebig- 
keit. Das eine Experiment von Kaufmann revolutioniert 
zugleich die Mechanik, die Optik und die Astronomie. 
Weshalb? Weil wir das diese Wissenschaften einigende 
Band um so besser erkennen, je mehr sich diese Wissen- 
schaften entwickeln, und weil wir eine Art von Generalplan 
fur die Karte der universellen Wissenschaft entwerfen konn- 
ten. Es gibt Tatsachen, die mehreren Wissenschaften ge- 
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meinsam sind and die als gemeinsame Quelle von Strdmen 
eracheinen, welche nach alien Richtungen auseinandergehen 
and dem Knotenpunkt des St. Gotthard vergleichbar sind, 
von dem vier verschiedene FluBgebiete ausgehen. 

Oberdies kdnnen wir die Answahl der Tatsachen mit 
besserem Unterscheidungsvermdgen als unsere Vorfahren 
treffen, welche diese FluBgebiete durch unuberschreitbare 
Gebirge getrennt dachten. 

Es mussen immer einfache Tatsachen ausgewahlt werden, 
aber unter diesen einfachen Tatsachen mussen wir die- 
jenigen vorziehen, welche an solchen Knotenpunkten stehen, 
wie sie uns der St. Gotthard darstellt. 

Werden die Wissenschaften nicht durch ein direktes Band 
verbunden, so fordem sie sich doch gegenseitig durch Ana- 
logic. Als man die Gesetze studierte, denen die Gase ge- 
horchen, war man sich bewuBt, eine Tatsache von groBer 
Ergiebigkeit in Angriff genommen zu haben; und doch 
unterschatzte man noch diese Ergiebigkeit, denn unter 
einem gewissen Gesichtspunkte sind die Gase das Bild der 
MilchstraBe, und die Tatsachen, die zuerst nur den Physiker 
zu interessieren schienen, eroffnen dem Astronomen ganz 
unerwartet neue Forschungsgebiete fur die Zukunft. 

Wenn endlich der Geodat bemerkt, daB er sein Femrohr 
um einige Sekunden anders einstellen muB, um auf ein 
mit Muhe errichtetes Signal visieren zu kdnnen, so ist das 
an sich eine sehr unbedeutende Tatsache; diese wird aber 
zu einer Tatsache von groBer Ergiebigkeit, wenn sie ihm 
die Existenz eines kleinen Buckels auf dem Geoide der 
Erde offenbart, und dieser kleine Buckel ware an sich ohne 
groBes Interesse, wenn er dem Geodaten nicht einen Wink 
fiber die Verteilung der Materie im Innem der Erde gabe, 
und ihn dadurch fiber die Vergangenheit unseres Planeten, 
fiber seine Zukunft und fiber die Gesetze seiner femeren 
Entwicklung aufklarte. 
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von F. Lindemann. 

Um Wiederholungen zu vermeiden , wurde im folgenden ofter aof 
cine entsprechende Stelle dcs Werkes von Poincar6, „Wissenschaft 
nnd Hypothese** (deutsche tTbersetzung), oder auf die deutsche in der 
gleichen Sammlnng erschienene Ausgabe des Werkes von Picard, 
„Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Naturwissenschaft**, 
verwiesen; das erstere Werk ist abgekurzt mit Po.,WuH., das letztere 
mit Pi., WdG. bezeichnet 

Erstas Buch. 

Forscher und Wissenschaft 

1) Seite 1 8. Vgl. Mach, Die okonomische Natur der physika- 
lischen Forschung, 1882; Populare Vorlesungen, Wien 1896. 

2) Seite 22. Die beruhmte Abhandlung von Abel, in der zum 
ersten Male die Konvergenz der binonischen Reihe ezakt behandelt 
wurde, erschien 1826 in Bd. I von Crelles Journal. Sie gilt noch 
immer als Muster derartiger Untersuchungen. 

3) Seite 23. Die Bezeichnung „gleichmaBige Konvergenz** wurde 
von WeierstraB in die Theorie der unendlichen Reihen eingefuhrt 
(in seinen Vorlesungen); die Wichtigkeit des Begriffes war von 
Seidel zuerst erkannt, indem er nachwies, daB die Darstellung einer 
unstetigen Funktion durch eine Reihe, deren einzelne Glieder stetige 
Funktionen sind, dadurch ermoglicht wird, daB die Reihe an der 
Unstetigkeitsstelle ungleichmafiig konvergiert: Note iiber die Eigen- 
schaft der Reihen, welche diskontinuierliche Funktionen darstellen, 
Abhandlungen d. bayer. Akad. d. Wissensch. , math. -natur w. Klasse, 
Bd. 5, 1848. 

4) Seite 25. tTber den Gruppenbegriff vgl. Po., WuH. S. 66, 
72 f., sowie Pi., WdG. S. 34 und Anmerk. 19) und 41). — Der Be- 
grifF der Invariante ist aus der Zahlentheorie in die Algebra und 
Analysis unter standiger Erweiterung seiner Bedeutung hinuber- 
getragen. Man nannte so ursprunglich solche Funktionen der Koeffi- 
zienten von ganzen Funktionen einer Variabeln (oder zweier homo- 
gener Variabeln), die bei linearer Transformation sich nur um einen 
Faktor andem, dann allgemeiner ganze Funktionen dieser Koeffi- 
zienten und anderer Variabeln (so daB man auch Kovarianten und 
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zugehorige Formen mit inbegriff); vgl. Clebsch, Vorlesungen uber 
Geometrie Bd. I; in der jetzt erscheinenden zweiten Auflage sind 
auch die Verallgemeineningen auf transzendente Funktionen (insbe- 
sondere Losungen linearer Differentialgleichungen) angedeutet. Nock 
allgem einer spricht man nach Halphen und Lie yon Differential- 
invarianten, vgl. Pi., WdG. Anmerk. 20. 

5) Seite 28. Die in einem Anagramm versteckte Mitteilung uber 
seine Entdeckung hatte Newton nicht direkt an Leibniz gemacht, 
sondem an ihren beiderseitigen Freund Oldenburg in einem Briefe 
vom 24. Oktober 1676 (vgl. Der Briefwechsel von G. W. Leibniz 
mit Mathematikem, herausgegeben von Gerhardt, Berlin 1899, 
S. 224). Die betreffende Stelle lautet: 

„Ad quae solvenda (namlich inversa de Tangentibus Problemata 
aliaque illis difficiliora) usus sum duplici Methodo, una concinniori, 
altera generaliori. Utramque visum est impraesentia literis transpo- 
sitis consignare, ne propter alios idem obtinentes , institutum in ali- 
quibus mutare cogerer. 5 accdae 10 effh 12 i 4/ 3 m ion 60 qqt 
7 s 11 t 10 v z x : 11 ab 3 cdd 10 eaeg 10 ill 4 m 7 n 60 ZP 39 
6 t 5 s lit 7vx t zacae \egh 6i 4/ 4 m s n %oq 4r 3J 6/ 
42 /, aaddaeeeeeeiiimmnnooprtrsssssttuu “ 

Dieser Brief wurde auch in dem auf Veranlassung der Royal 
Society bei Gelegenheit des Prioritatsstreites zwischen Newton imd 
Leibniz herausgegebenen „Commercium epistolicum“ abgedruckt, 
und Wallis gibt dort folgende Bedeutung der Zeichen: 

„Una Methodus consisdt in extractione fluentis quantitatis (d. h. 
des Integrals y ) ex aequatione simul involvente fluxionem ejus (d. h. 


den 


Differentialquotienten 


dy 

dX) 




altera tantum in assumptione Se- 


riei pro quantitate qualibet ignota, ex qua caetera commode derivari 
possunt, et in collatione terminorum homologorum aequationis resul- 
tantis ad eruendos terminos assumptae Seriei“ (das ist in der Tat 
die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung durch eine 
Potenzreihe). 

In demselben Briefe (vgl. ibid. S. 208) teilt Newton folgendes 
Anagramm mit: „Fundamentum harum operationum (namlich: Que- 
stiones de Maximis et Minimis, aliisque quibusdam, de quibus jam 
non loquor) sic potius celavi: 6 accdae iZtffl* Z l 9 n 4049 rt 
459/ 12V x“ Und hierfur gibt Wallis folgende Erklarung: ,,Data 
aequatione quotcumque fluentes quantitates involvente, fluxiones in- 
venire, et vice versa“ (vgl. auch Buch II der Principia philosophiae 
naturalis, wo Newton diese Erklarung wiederholt). Es ist wohl 
evident, daB Leibniz diesen beiden Anagrammen die Newtonschen 
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Method en nicht entnehmen konnte, vielmehr die entsprechenden selb- 
standig entwickelte, bzw. schon friiher entwickelt hatte ; in einem 
Briefe an Conti vom 9. April 1716 (a. a. O. S. 283) schreibt Leib- 
niz daruber: „I1 n’y a pas la moindre trace ni ombre du Calcnl 
des Differences on Flnxions dans toutes les anciennes Lettres de 
M. Newton que j’ai vffes, except^ dans celle qu’il a 6crite le 
24 Octobre 1676, ou il n*en a parte que par 6nigme, et la solution 
de cette 6nigme qu’il n*a domtee que dix ans apr&s (eben in seinen 
Principia 1. c.), dit qpelque chose mais elle ne dit pas tout ce qu’on 
pourrait demander." 

6) Seite 29. Der erste Internationale Mathematische Kongrefi fand 
1897 in Zurich statt, der zweite 1900 in Paris (unter dem Presidium 
yon Poincard), der dritte 1904 in Heidelberg, der vierte 1908 in 
Rom, der fiinfte 1912 in Cambridge. Poincare hatte stets das 
lebhafteste Interesse fur solche interna tionale Beziehungen, wie er 
sich auch an den Versammlungen der intemationalen Assoziation der 
Akademien lebhaft und tatig als Vertreter der Pariser Academie des 
Sciences beteiligte; vgl. Pi., WdG. Anmerk. 3. Die Verhandlungen 
und Vortrage auf den erwahnten Kongressen sind in besonderen 
Publikationen gesammelt. In Deutschland veranstaltet die Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung jahrliche Zusammenkunfte in Verbindung 
mit der Deutschen Naturforscher-Versammlung, woriiber die Jahres- 
berichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung berichten. Dafi 
auch Mifistande mit derartigen Versammlungen verbunden sind, hebt 
Volkmann mit Recht hervor (Erkenntnistheoretische Grundzuge, 
2. Aufl., Leipzig 1910, S. 337). 

7) Seite 30. Die Analogie zwischen transzendenten Funktionen 
(z. B. Exponentialfunktion) und transzendenten Zahlen (z. B. e und it, 
vgl. Po., WuH. Anmerk. 97) fuhrte z. B. zu der Frage, ob ganze 
transzendente Funktionen mit rationalen Koeffizienten fur algebraische 
Argumente algebraische Zahlen darstellen konnen ; vgl, dariiber 
Faber, Math. Ann. Bd. 58, 1903, und Stackel, eb. Bd. 46, 1894. 
— Andere Analogien zwischen arithmetischen und analytischen 
Theorien ergeben sich durch das Studium der algebraischen Zahlen, 
vgl. Dedekind und Weber in Bd. 92 von Crelles Journal, sowie 
Hens el und Landsberg, Theorie der algebraischen Zahlen, Leip- 
zig 1908, und: Theorie der algebraischen Funktionen einer Varia- 
beln, eb. 1902. 

8) Seite 31. In der Theorie der algebraischen Gleichungen tritt 
naturlich die Frage nach den Wurzeln und ihrer Bestimmung in den 
Vordergrund, wahrend fur die Invariantentheorie andere Gesichts- 
punkte maflgebend sind. Viele Probleme dieser Theorie kann man 
z. B. nach Sylvester und Hilbert derartig formulieren, daB gewisse 
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Formen (irrationale Kovarianten) gesncht werden, die zu gegebenen 
Formen in invarianter Beziehung stehen; vgl. Clebsch-Linde- 
msnn, Vorlesungen fiber Geometrie, Bd. I, 2. Aufl., S. 768 ff. (das 
Schlufiheft erscheint demnachst). Historisch ist die Invariantentheorie 
bekanntlich aus Fragesteliungen der Zahlentheorie erwachsen. — Fur 
Untersuchungen fiber Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten sei 
auf die Arbeiten yon Hilbert und Hurwitz (Acta mathemat. 
Bd. 14, 1890/91), Poincare (Liouville’s Joum. Ser. 5, t. 7, 1901) 
und v. Sz. Nagy (Math. Annalen Bd. 73, 1912) verwiesen. 

9) Seite 33. ”Ober die Analysis situs vgl. Po., WuH. Anmerk. 14; 
femer fur mehrdimensionale Raume die Arbeiten von Po in car i 
selbst (vgl. die Zusammenstellung bei E. Lebon, Henri Poincare, 
Biographie et Bibliographic, 2nd £d. Paris 1912). 

10) Seite 34. Vgl. die Literaturangaben zu Pi., WdG. Anmerk. 29. 
Die Paradoxe der Mengenlehre kommen in den spateren Kapiteln 
des vorliegenden Werkes zu eingehender Erorterung. 

11) Seite 35. Vgl. Po., WuH. Anmerk. 25. Das Hilbertsche 
Werk „Grundlagen der Geometrie" ist inzwischen in mehreren Auf- 
lagen erschienen (Leipzig, B. G. Teubner); inan findet dort auch 
weitere Literaturangaben. 

12) Seite 38. t^ber das Schachspiel vgl. Po., WuH. S. 4 und 17. 
Zu der oben auf S. 35 erwahnten Enquete hat Poincare selbst Bei- 
trage geliefert: H. Fehr, Th. Flournoy et Ed. Clapar&de, En- 
qu6te sur la mdthode de travail des math^maticiens , Enseignement 
math6matique, 1908. tlTber die Arbeitsmethoden von H. Poincare 
vgl. auch Dr. Toulouse, Enqugte medico -psychologique sur la 
superiority intellectuelle , vol. H, H. Poincar6, Paris 19 10; vgl. 
auch weiter unten S. 4 iff. des vorliegendes Werkes. 

13) Seite 42. Nach Analogic zu der Jacobi schen 0 -Funktion 
einer Variabeln bzw. der Riemann schen 0 -Funk tion mehrererWa- 
riabeln, die sich um einen (von den Variabeln abhangigen) Faktor 
findem, wenn diese Variabeln sich um additive Konstante andem, 
hat Poincare zuerst (1881) eine von ihm als Fuchssche 0 -Funk- 
tion bezeichnete Funktion einer komplexen Variabeln 2 = x + iy 
konstruiert (d. h. durch eine konvergente unendliche Reihe darge- 
stellt), die der Bedingung 

e (^+^ == ® w - (r<i+ ^ )Sm 

genii gen, wo tn eine ganze Zahl bezeichnet und die ^ die 

Koeffizienten der Substitution einer unendlichen Gruppe sind. Diese 
Funktionen dienen Poincare (Acta math. Bd. 1) zur Darstellung 
von automorphen Funktionen f{z) t die der Bedingung 
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geniigen, und zwar als Quotienten yon zwei derartigen ©-Funktionen. 
Die Existenz von automorphen Funktionen und die Definition der- 
selben durch eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung, deren 
Losungen Quotienten von Integralen einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung sind, hatte schon Schottky erkannt: Crelles Journal Bd. 83, 
1877, und in besonderen Fallen die Funktion dargestellt. Von der 
Theorie der Riemannscheu Fiachen aus war Klein auf die auto- 
morphen Funktionen gefuhrt; vgl. die Literaturangaben in Po., WuH, 
Anmerk. 23 u. 31. Den besonderen Fall der Modulfunkdonen, der 
auf die hypergeometrischen Reihen ffihrt, hatte Schwarz behandelt: 
Crelles Journal Bd. 75, 1872. 

14) Seite 43. Die Identitat der Bewegungen der nicht-euklidi- 
schen Geometrie mit den linearen Transformadonen einer quadrati- 
schen Form in sich hat Klein zuerst erkannt, vgl. Po., WuH. 
Anmerk. 20 u. 30. 

15) Seite 43. Vgl. oben Anmerk. 13 und in betreff der An* 
gaben aus dem Leben Poincares die in Anmerk. 9 erwahnte Bio- 
graphic. 

16) Seite 48. Vgl. die Ausfiihrungen auf S. 12 ff. fiber die Grofle 
und Schonheit der Wissenschaft , sowie entsprechende Bemerkungen 
bei Pi., WdG. S. 5f. 

17) Seite 53. VgL Po., WuH. S. i84ff. 

18) Seite 55. Die Erfolge der Lebensversicherung beruhen be- 

kanntlich auf strikter Anwendung der Regeln der W ahrscheinlich- 
keitsrechnung auf Grundlage der in den Sterbetafeln niedergelegten 
Erfahrungen. Die Theorie ist z. B. dargestellt von Zillmer, Die 
mathemadschen Rechnungen bei Lebens- und Rentenversicherungen, 
2. Aufl., Berlin 1887. 

19) Seite 58. Vgl. Po., WuH. S. I96ff. und Anmerk. 98. 

20) Seite 58. Vgl. Po., WuH. S. 202 und Anmerk. 98. 

21) Seite 60. Allgemeiner kann man dies dahin aussprechen, 
dad die mathematische Physik zwar gestattet, aus gegebenen An- 
fangs- und Grenzbedingungen und Amfangszustanden auf den Ablauf 
einer Erscheinung fur die Zukunft, nicht aber fur die Vergangenheit 
zu schliefien. Ist z. B. das Problem gegeben, die Wfirme u einer 
unendlich ausgedehnten Platte, die von zwei parallelen Ebenen (r»o 
und x= c) begrenzt wird, fur eine Zeit t zu bestimmen, falls die 
Bedingungen 

u=f(x) fur /=* o, « = o fur ;r=*o, « = O fur x = c 

gegeben sind, so ist die Losung bekanntlich 
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00 /n<r\l C 

u = — ^ g \ c / sin — xl/(X)sm — A*/Z, 

*= I «/ 


wo a die Konstante in der Differentialgleichung der Warmeleitung 
du d*u 
dt~ a dx' 

bedeutet. Die Reihe fur u ist nur fur positive Werte von t kon- 
vergent, und die Losung verliert fur negative Werte von t jede Be- 
deutung. 

22) Seite 63. Vgl. Po., WuH. S. 208 ff. und Anmerk. 99. 

23) Seite 68. Dber den Begriff der mathematischen Hoffnung 
vgl. Po., WuH. Anmerk. 98. 

24) Seite 75. Vgl. Po., WuH. S. 181 und Anmerk. 89. 

25) Seite 77. Bridoye ist eine typische Figur der franzosischen 
Literatur, namlich jener Richter in Myrhingues, der den Ausfall 
seiner Urteile durch Wiirfel bestimmte. Condorcet (j* 1794 durch 
Qift im Kerker als Opfer der Revolution) versuchte zuerst die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zur Beurteilung der Gerechtigkeit der richter- 
lichen Urteile und weiter der Wahlen zu verwerten: M6moire sur 
^instruction publique, t. 9 und: Tableau g6n6ral de la science qui 
a pour objet ^application du calcul aux sciences politiques et mo- 
rales, t. 21 der GEuvres (herausgegeben 1804), vgl. seine M6 moires 
diverses sur les probability (M6moires de l’acad. des sciences, 1781). 
Seine Untersuchungen wurden von Laplace (Throne analytique des 
probability, zuerst 1812), Lacroix (Traits yiymentaire du calcul 
des probability, 3. Aufl. 1833, S. 25 iff.) und Poisson (Recherches 
sur la probability des jugements, Paris 1837) dargestellt und er- 
weitert — Diese Theorien sind vielfach angegriffen, da die ge- 
machten Voraussetzungen so beschrankt sind, dafi sie mit den Ver- 
haltnissen der Wirklichkeit nicht iibereinstimmen; eine Critique gibt 
J. Bertrand, Calcul des probability, 2. Aufl. Paris 1907, S. 31 iff.; 
vgl. auch Mansion, Sur la port£e objective du calcul des probabi- 
lity, Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, Bruxelles 1903. 

26) Seite 78. Vgl. Po., WuH. S. 193 f. 


Zweites Buch. 

Die mathematische SchluBweise. 

27) Seite 87. t)ber die Relativitat des Raumes vgl. Po., WuH. 
S. 79 ff., iiber die Unmoglichkeit der Entscheidung zwischen eukli- 
discher und nicht-euklidischer Geometric, eb. S. 66 ff. und fiber die 
Deformation von Lorent und Fitzgerald, ebd. Anmerk. 85. 
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28) Seite 92. In den halbzirkelformigen Kanalen des Bogen- 
apparates im Ohre glaubt man eine Art Sinnesorgan fur die Wahr- 
nehmung der Kopfstellung und dadurch fur die Aufrechterhaltung 
des Gleichgewichtes zu erkennen. Die drei Bogengangpaare sind 
namlich in drei zueinander rechtwinkligen Ebenen des Raumes an- 
geordnet. Tiere, bei denen einzelne Bogengangapparate verletzt wer- 
den, zeigen bestimmte Orientierungsstorungen und eigentiimliche 
Kopfhaltungen. Vielleicht kommt auch anderen Apparaten in den 
Vorhofsackchen eine ahnliche Rolle zu. Vgl. von Cyon, Das Ohr- 
labyrinth als Organ der mathematischen Sinne yon Raum und Zeit, 
Berlin 1908. Den weitgehenden Folgerungen des Verfassers in be- 
zug auf nicht-euklidische Geometric usw. wird man nicht zustimmen 
konnen. 

29) Seite 100. Ober die Mechanik yon Hertz vgl. Po., WuH. 
Anmerk. 54. — Ein anderer Versuch, die mehrdimensionale Geo- 
metric fur die Anwendungen nutzbar zu machen, riihrt von Minkowski 
her, bei dem die Zeit als vierte Dimension eingefiihrt wird, und der 
dazu durch die Theorie der Elektrodynamik bewegter Korper ge- 
ffihrt wurde, vgl. Pi., WdG. Anmerk. 79. 

30) Seite 107. tJber die Rolle der Intuition und der Logik in 
der Mathemadk vgl. Poincard, Comptes rendus du deuxifcme Con- 
grfcs international des Math6maticiens, Paris 1902, S. 1 15 ff. — Die 
beiden verschiedenen Arten mathematischer Forschung schildert auch 
Clebscb, Zum Gedachtnis an Julius Pliicker, Abhandlungen d. Kgl. 
Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen, 1872. 

31) Seite 108. Vgl. oben Anmerk. 11. 

32) Seite no. Vgl. Po., WuH. S. 31 und Anmerk. 12. 

33) Seite no. Vgl. Po., WuH. Anmerk. 4 und 10. 

34) Seite 112. Vgl. den Bericht von Pringsheim, „Grundlagen 

der allgemeinen Funktionentheorie“ in der Enzyklopadie der math. 
Wiss. 1899; Pringsheim selbst hat solche Funktionen mit uner- 
warteten Eigenschaften mehrfach konstruiert; z. B. Sitzungsberichte 
d. Kgl. bayr. Akad. d. Wiss. 1892 und 1895. 

35) Seite 1 14. tfber die Schwierigkeiten bei Definition des In- 
haltes einer krummen Oberflache vgl. das Beispiel von Peano und 
Schwarz, vgl. Pi., WdG. Anmerk. 26; fiber die Definition des 
Bruches vgl. Po., WuH. Anmerk. 6. 

36) Seite 117. Uber die hier aufgeworfenen padagogischen Fragen 
vgl. Po., WuH. Anmerk. 10. — Weshalb sich Poincar6 hier ge- 
rade auf die „Oberlehrer allemands ££ bezieht, ist nicht ganz klar; 
doch geben ihm Ausffihrungen, wie z. B. diejenigen von Junge (Die 
unpraktische Schulmathematik, Padagogisches Archiv, 49. Jahrgang, 
1907) recht; die von diesem vertretenen Ansichten geben ein trau- 
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riges Bild von der drohenden Dekadenz des mathematischen Unter- 
richts, sie wfirdigen in der Tat die Mathematik zu einer „tachy- 
m6trie de bas 6tage“ herab. 

Die von Poincar6 dargelegten Anschannngen stimmen mit den 
von mir in meiner Rektoratsrede (Lehren nnd Lemen in der Mathe- 
matik, Munchen 1904) vertretenen uberein , vor allem in der Be- 
tonung der Notwendigkeit, den Schfilem in den oberen Klassen 
einen BegrifF von der GroBartigkeit des logischen Aufbaues der 
mathematischen Wissenschaft und von dem inneren Zusammenhang 
ihrer Teile zu geben, ohne dabei Anschauung und Intuition zu ver- 
nachlassigen. Wenn Vo 1 k m a nn meint (Erkenntnistheoretische Grund- 
zfige der Naturwissenschaften , 2. Aufl. S. 330, Leipzig 1910), daB 
ein groBer Teil des Inhaltes meiner soeben zitierten Rede auf dem 
Einblick in den Schulbetrieb beruhe, den ich in Konigsberg da- 
durch gewann, dafl damals die in den Provinzen Ost- und West- 
preufien im Jahre 1882 gelieferten mathematischen Abiturienten- 
arbeiten mir zur Begutachtung vorlagen, so ist das nur zum Teil 
zutreffend. Schon wahrend der Zeit, wo ich 1873 — 75 mit Klein 
zusammen in Erlangen und Munchen arbeitete, waren die Kluft zwi- 
schen Schul- und Universitatsmathematik und die Notwendigkeit von 
Reformen haufig Gegenstand unserer Unterhaltungen ; und was ich 
spater in Konigsberg (wo der Verkehr mit Gymnasiallehrem sehr 
rege war) und in Munchen durch Lehrer und Schuler erfuhr, zu- 
sammen mit den Erinnerungen an den selbst auf dem Gymnasium 
(in Schwerin i. M.) genossenen auBerst anregenden Unterricht, hat 
mein Interesse an diesen Fragen stets wach gehalten; auch meine 
(nicht veroffentlichte) Konigsberger Rektoratsrede (Ostem 1893) ^ e “ 
schaftigte sich mit denselben. Klein hat ihnen bekanntlich spfiter 
sehr viel Zeit und Arbeit gewidmet (vgl. seine Vortrage fiber den 
mathematischen Unterricht, Leipzig 1907), denn die VerofFentlichungen 
der von der Deutschen Naturforscherversammlung eingesetzten Kom- 
mission zur Unterrichtsreform (vgl. Tatigkeit der Unterrichtskommis- 
sion der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte, Leipzig 
1907, und Abhandlungen fiber den mathematischen Unterricht in 
Deutschland , veranstaltet durch die international mathematische 
Unterrichtskommission, Leipzig bei B. G. Teubner) gehen wesentlich 
auf seine Anregungen zurfick; vgl. femer: Simon, t)ber die Ent- 
wicklung der Elementarmathematik im 19. Jahrhundert, Leipzig 1906 
(auch Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Er- 
ganzungsband 1). In Konigsberg suchte ich durch Stellung ent- 
sprechender Themata fur diejenigen Kandidaten, die sich um die 
Lehrbefahigung in den mittleren Klassen bewarben, und durch be- 
sondere Vorlesungen fiber die Grundbegriffe der Geometric und fiber 
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Euklid das Interesse an dem logischen Aufbau der Geometric und 
an Euklids Werke zn heben. Auf letztere ging ich in dem zweiten 
Teile der Vorlesungen iiber Geometrie (1891) ausfuhrlich ein, um die 
Stellung der Enklidischen Axiome zn denen der projektiven Geo- 
metrie klarzulegen. 

In der erwahnten Rede hatte ich besonders hervorgehoben , dafi 
der Unterricht an den Schulen den Schiilem, und somit den Gebil- 
deten im allgemeinen, keinen richtigen Begriff vom Wesen (und 
Nutzen) der Mathematik gibt; wie recht ich damit hatte, zeigt die 
verstandnislose Besprechung der Rede in der Tagespresse, zeigt 
noch mehr der von einem Gymnasialprofessor ausgehende person- 
liche Angriff abgeschmackter Art in den „Blattem fiir das bayrische 
Gymnasialwesen" : mein Artikel in Nr. 160 der Miinchener Neuesten 
Nachrichten vom 5. April 1905 war dadurch veranlaflt Im Sinne 
der von mir und anderen ausgesprochenen Forderungen ist inzwi- 
schen manches durch Anderung der Lehrplane (Einfuhrung der Ele- 
mente der analytischen Geometrie und des Funktionsbegriffes) ge- 
schehen. Was ich iiber den schadlichen Einflufi der Skriptionen 
(oder Extemporale) sagte, wird durch den vom preuflischen Kultus- 
ministerium herausgegebenen „Erlafl iiber das Extemporale“ besta- 
tigt (vgl. Munchener Neueste Nachrichten 1911, Nr. 299, 27. Okt); 
der Forderung nach Beriicksichtigung der historischen Entwicklung 
ist in gewissem Sinne dadurch entsprochen, dafi die neue Priifungs- 
ordnung fur Lehramtskandidaten in Bayern gewisse historische Kennt- 
nisse fordert; vgl. auch Wieleitner, Der mathematische Unter- 
richt an den hoheren Lehranstalten in Bayern, Leipzig 1910 (Bd. n. 
Heft 1 der oben erwahnten „Abhandlungen“). tlTber die a. a. O. von 
mir besprochene Stellung der Mathematik zu den humanistischen 
Fachem und den sogenannten Geisteswissenschaften vgl. auch Ko ni g s - 
berger, Sitzungsber. der Heidelberger Akademie der Wiss. Math.- 
naturw. Klasse, Festrede vom 24. April 1913. — Analoge Fragen fur 
die Physik behandelt Volkmann, Fragen des physikalischen Schul- 
unterrichtes, Leipzig 1913. 

37) Seite 12 1. tJber die Definition der geraden Linie vgl. Po., 
WuH. S. 47 und 76 und Anmerk. 26. 

38) Seite 122. Sarcey (1828 — 99) war ein besonders popularer 
Theaterkritiker (Quarante ans de theatre, 8 Bde, 1900 — 02), wirkte 
auch in antiklerikalem Sinne publizistisch fur die franzosische Unter- 
richtsreform. 

39) Seite 123. In einer Ebene gibt es zweifach unendlich viele 
gerade Linien; wenn dem Lineale drei Freiheitsgrade zugeschrieben 
werden, so ist zu bedenken, dafi das Lineal noch langs einer Ge- 
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raden verschoben werden kann; in diesem Sinne hat die Gerade auf 
einem Kegel Oder Zylinder zwei Freiheitsgrade. 

40) Seite 123. t)ber die Rolle der starren Korper in der Geo- 
metrie, vgl. Po., WuH. S. 62 ff. („wenn es keine starren Korper in 
der Natur gabe, so hatten wir keine Geometries). Es entsteht die 
Frage, woran man die Unveranderlichkeit der Form eines Korpers 
erkennen soli, wenn nmgekehrt der starre Korper erst zur Defini- 
tion der Langen nnd der Abstande dient? Hier scheint ein yon 
Russell hervorgehobener circulus vitiosus zu bestehen (vgl. Man- 
noury , Methodologisches und Philosophisches zur Elementarmathe- 
matik, Haarlem 1909, S. 183). Nach Poincar6 indessen ist nicht 
der starre Korper als solcher, sondem die Gruppe seiner Bewe- 
gungen das entscheidende, und diese Gruppe kann man durch lineare 
Transform ationen darstellen; die in letzteren vorkommenden Koordi- 
naten aber konnen direkt projekdvisch (also nicht durch Benutzung 
des Enfemungsbegriffes) definiert werden; so deckt sich indirekt 
meine Einfiihrung dieses Begriffes als Invariante fur die erwahnte 
Gruppe (in den Vorlesungen fiber Geometric, Bd. 2) mit Poincares 
Betonung der Existenz von starren Korpem und der Gruppenvor- 
stellung; vgl. meine Anmerk. 24 und 30 zu Po., WuH. 

41) Seite 125. tTber die Definition der Kraft vgl. Po., WuH. 
S. iooff. 

42) Seite 127. Vgl. Po., WuH. S. 109 ff. und Anmerk. 56. 

43) Seite 129. Die grundlegenden Arbeiten von Cantor finden 
sich im Bd. 20, 21 und 23 der Math. Annalen, 1882 — 84, und 
Bd. 46; vgl. femer Schon flies, Die Entwicklung der Lehre von 
den Punktmannigfaltigkeiten ; Erganzungsband 2 der Jahresberichte 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Leipzig 1908, und Hes- 
senberg, Grundbegriffe der Mengenlehre, Gottingen 1906 (Abhand- 
lungen der Fries schen Schule, Bd. I, Heft 4). — Die nachfolgen- 
den Erorterungen veroffentlichte Poincar6 zuerst in der Revue de 
m6taph. et de morale, t. 14, 1906. 

44) Seite 13 1. Vgl. L. Couturat, Die philosophischen Prinzi- 
pien der Mathematik, deutsch von C. Siegel, Leipzig 1908. Als 
Anhang ist Couturats Rede zum Kantjubilaum (aus der Revue de 
mdtaph. et de morale, 1904) in deutscher tTbersetzung abgedruckt. 

45) Seite 136. Vgl. Po., WuH. S. 51 und 140. — Die soge- 
nannten Grofienaxiome Euklids (d. i. ainfjiicctcc) hatte ich schon 1891 
in den „ Vorlesungen fiber Geometrie“ als Satze zur Definition der 
Begriffe „gleich“, „groJBer“ und „kleiner“ angesprochen ; vgl. auch 
meine Anmerk. 13 zu Po., WuH., sowie die Darstellung bei Ding- 
ier, Die Grundlagen der angewandten Geometrie, Leipzig 19 11, 
S. iioff. 
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46) Seite 144. Die einschlagigen Publikationen yon Peano sind: 
1883: Calcolo geometrico , preceduto dallo operazioni della logica 
deduttiva; 1894: Introduction au Formulaire de Math^matiques ; 
1891 — 95: Formulaire de Math, (in der Ri vista di Matematica), auch 
besonders erschienen, nebst den 1897, 1S98 und 1899 veroffentlichten 
Forts etz ungen und weiteren Abhandlungen in der erwahnten Turiner 
Zeitschrift ; 1 903/4 erschien die 4. Auflage. Vgl. auch die Darstel- 
lung bei Padoa, Conferences sur la Logique mathdmatique , Bru- 
xelles 1898 (lithographiert). Der Zweck dieser Zeichenschrift isO 
hauptsachlich , bei logischen Schliissen alle Beweisquellen auszu- 
schliefien, die nicht in den axiomadschen Annahmen und in den De- 
finitionen enthalten sind, und die sich beim Gebrauch von Worten 
stets leicht einschleichen, da den Worten meist ein weiterer Sinn an- 
haftet, als nach den gegebenen Definitionen derselben statthaft ware. 
Das Wort Pasigraphie wurde yon Schroder eingefuhrt (Mit- 
teilung auf dem Interna t, Math. Kongrefl in Zurich). 

Dasselbe hatte friiher schon Frege mit seinera Werke „Die Be- 
griffsschrift“ (Halle 1879) angestrebt; ygl. auch dessen Grundlagen 
der Arithmetik, Breslau 1884, und Grundgesetze der Arithmetik, 
Jena 1893. 

Auf die von Poincar6 hier an den Arbeiten von Burali-Forti 
nnd Couturat geiibte Kritik hat letzterer geantwortet: Revue de 
m^taphysique et de morale, t. 14, 1906, p. 208 ff. (englische tTber- 
setzung mit Zusatzen von Jourdain in The Monist, vol. 22, 1912, 
p. 482 ff.). Couturat hebt hervor, dafi die von Burali-Forti ge- 
gebene (oben S. 143 mitgeteilte) Definition der Einheit nicht die 
Zahl I definiert, sondem dazu dient, die Ordinalzahl 1 mittels der 
Kardinalzahl 1 zu definieren, so dafi hier kein circulus vitiosus 
vorliegt. Ebenso soil die Gleichung is No nicht bedeuten „Eins ist 
eine Zahl‘* sondem: „Eins ist eine Ordinalzahl** (womit dann durch 
Anfuhrung eines Beispiels bewiesen ist, dafi die Klasse der Ordinal- 
zahlen exisdert). 

Die weiterhin zitierfce Formel (px = A‘0-A = X 3 q>x (welche auf 
S. 27 des oben in Anmerk. 44 erwahnten Werkes von Couturat vor- 
kommt und daselbst den spater zu erwahnenden Arbeiten Russells 
entnommen ist) dient nach Couturat nicht zur Definition der Null, 
sondem bedeutet: „A ist die Klasse derjenigen Objekte, welche 
einer Bedingung geniigen, die immer falsch ist, d. h. far alle 
Werte falsch ist, die man dem Zeichen x beilegen kann.** Das 
Zeichen A bedeutet „immer falsch** im Gegensatze zu V = immer 
richtig; obiger Satz dient zur Definition der „Nullklasse**. Das Zei- 
chen 1 verwandelt ein Individuum in eine „singulare Klasse**, die 
logisch von dem einzigen Individuum zu unterscheiden ist, das sie 

Poincar6: Wissenschaft and Methode 18 


Digitized by v^ooQle 



274 


Erlautemde Anmerkungen 


enthalt Die Gleichung O =*= iA bedeutet also: Null ist das einzige 
Element der singularen Klasse, die durch obigen Satz definiert ist 
Schliefilich ist also „Null“ definiert dnrch die Worte „immer falsch“, 
die Poincari negativ mit ,,in keinem Falle erfullt** wiedergibt. 

Hiermit ist das Zeichen o zuruckgefuhrt auf das Zeichen A: 
„Vergleicht man die Algebra der symbolischen Logik mit der ge- 
wohnlichen Algebra, so tritt A an die Stelle von 0“ (vgl. Russell 
und Whitehead, Prindpia Mathematics, voL 2, 1910, S. 229). Die 
arithmetische Null (Kardinalzahl o) wird sodann mittels der logi- 
schen Null definiert (Couturat a. a. O. S. 49), und zwar nach 
Whitehead (Americain Joum. of Math. voL 14, 1902) wieder mit- 
tels der Gleichung O = lA. 

Die Definition der Zahl I lautet (a. a. O. S. 27) nach Frege und 
Russell: 

a- = A: xea -yea- o x y • x~y, 

was Couturat in Worten so wiedergibt: „Eine Klasse a ist singu- 
lar (hat die Klassenzahl 1), wenn sie existiert (nie Null ist) und 
wenn zwd beliebige Individuen, die ihr angehoren, identisch sind“, 
oder in anderen Worten (ibid. S. 63): „i ist die Klasse (die Kar- 
dinalzahl) der Klassen u (die nicht Null sind) von der Art, dafl, 
wenn x und y Elemente von u sind, sie notwendigerweise identisch 
sind.** Das Wort „zwei‘* kommt allerdings in der Definition durch 
obige Gleichung nicht vor, sondera nur in der beigefugten Erlaute- 
rung. Es kommen aber mehrere Individuen (x und y) vor; es wird 
also der BegrifF der Vielheit (Zweiheit) vorausgesetzt, und es entsteht 
die Frage, ob man die Vielheit verstehen kann, ohne die Einheit 
vorauszusetzen, oder in anderen Worten, ob <iie Worte „ein Glied** 
bereits die Zahl 1 voraussetzen, oder ob der abstrakte BegrifF „Eins“ 
erst daraus abzuleiten ist; vgl. Russell, The Principles of Mathe- 
matics, vol. I, 1903, S. IllfF. und S. 520 und Whitehead und 
Russell, a. a. O. S. 37 und S. 363 ff. 

Fur die Auflosung der Antinomie von Burali-Forti vgl. vol. I, 
S. 66, und vol. IH, S. 73 ff. des letztgenannten Werkes, femer: 
Schonfliefi, Jahresber. der Deutschen Math. Vereinigung, Bd. 15 
(1906) und Bd. 20 (1911); Dingier, Zeitschr. fur positivistische 
Philosophic, Jahrg. 1, 1913. 

47) Seite 146. Die Arbeiten R ns sells sind in den Werken zu- 
sammengefafit, die soeben in Anmerk. 46 zitiert wurden; als seine 
Vorganger in der Entwicklung der formalen Logik sind vor allem 
Boole (Laws of thought, 1854) und Schroder (Vorlesungen fiber 
die Algebra der Logik, Leipzig 1890 — 95), zu nennen. Der Aus- 
spruch Russ ells fiber die falschen Urteile findet sich z. B. S. 103 
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im vol. I des von ihm und Whitehead verfaBten Werkes; vgl. 
Coutnrat, a. a. O. S. 13 nnd 16. 

48) Seite 149. Die hier zitierten Satze finden sich bei Coutnrat, 
a. a. O. S. 9, S. 26, S. 32 und S. 30; sie geben Satze von Russell 
in anderer Form wieder. Letzterer (The Principles of Math. S. 14 ff.) 
vermeidet das Wort „zwei“, indem er zwei Buchstaben f> und q ein- 
fuhrt (vgl. auch S. 1 14 ff. in vol. I der Principia mathematica). Es 
entsteht also, wie bei Definition der EinhSit (vgl. Anmerk. 46) die 
Frage, ob die Vorstellung von zwei verschiedenen Dingen schon die 
Vorstellung der abstrakten Zahl zwei einschliefit ; letzteres geben die 
Logiker nicht zu, und darin liegt die DifFerenz der Anschauungen. 

49) Seite 150. In dem Axiom II findet sich ein Druckfehler: es 
muB heifien „keine“ statt „eine“. — Vgl. Peano, Arithmetices 
principia nova methodo exposita (Turin 1889); Sul concetto di nu- 
mero, Rivista di Mat. t. 1, 1891; Arithmetica generale e Algebra 
elementare (Turin 1902); vgl. Couturat, a. a. O. S. 57 ff., wo auch 
die von Padoa (Thiorie des nombres entiers absoluts, Rivista di 
Mat. t. 8, 1902) gegebene Vereinfachung angefiihrt ist, indem von 
den drei Zeichen o (== Null), N (*= ganze Zahl) und seq (=» fol- 
gend auf) das erste auf die beiden anderen zuriickgefuhrt wurde, 
wahrend Russell die o als Kardinalzahl der Klasse Null (vgl. die 
logische Definition), 1 als Kardinalzahl der Einzelklasse definiert 
(vgl. oben Anmerk. 46). 

50) Seite 15 1. Vgl. Hilbert, ”Ober die Grundlagen der Logik 
und der Arithmetik, Verhandlungen des HI. intemat. Math.-Kon- 
gresses in Heidelberg 1904, abgedruckt als Anhang zur 3. Aufl. von 
Hilberts „Grundlagen der Geometries 

51) Seite 156. Es bezieht sich^darauf, dafi Hilbert (Grundlagen f 
der Geometrie, S. 24 ff.) die Widerspruchslosigkeit seiner Axiome 
durch Berufung auf parallele arithmetische SchluBweisen dartut. 

52) Seite 158. In der oben in Anmerk. 46 erwahnten Abhand- 
lung versucht Couturat einen Beweis fur die beiden hier von Poin- 
care angefuhrten Satze zu geben. Diese Satze sind: 

1. Eine endliche ganze Zahl ist eine solche, die durch sukzes- 
sive Additionen erhalten werden kann, und bei der niemals n gleich 
tt — 1 ist. 

2. Eine ganze Zahl ist eine solche, von der man behaupten kann, 
daB fur keinen SchluB, dessen Nummer eine ganze Zahl ist, je- 
mals ein Widerspruch zu befurchten ist, wenn die Widerspruchs- 
losigkeit . . . 

Die beiden hier hervorgehobenen Worte sind wesentlich. Cou- 
turat gibt den ersten Satz in folgender Gleichung wieder: 

18* 
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x§(oes : nts) n n -f- 1 §s . • .), x$ s ) , 

d. h. in Worten: „N (Klasse dcr cndlichen ganzen Zahlen) ist die 
Menge der x, welche die Eigenschaft haben, dafi, wenn O ein s ist 
und wenn die Bedingung ,n ist ein s* die Folgerung 1 ist ein 

s' nach sich zieht, dann x ein s ist“. Er leitet hieraus durch lo- 
gische Operationen die folgende Gleichung ab: 

o$s: ne*Nr\ s) H n -f- 1 ss . • .) x N) s, 

oder in W orten : „Wenn o ein s ist und wenn daraus , dafi eine 
ganze Zahl ft ein s ist, folgt , dafi 1 ein s ist, so sind alle 
ganzen Zahlen (Dinge) s“. Hierin ist N das Symbol einer end- 
lichen ganzen Zahl (vgL auch S. 57 in dem mehrfach erwahnten 
Werke von Couturat). Die zweite Gleichung bezieht sich also 
auch nur auf endliche Zahlen, und die Einschiebung des Wortes 
„alle“ in den die Gleichung wiedergebenden Satz ist nicht berechtigt 

Wie ich (1904) in der Anmerk. 2 zu Po., WuH. bemerkt habe, 
beruht auch der Dedekindsche Beweis fur das Prinzip der voll- 
standigen Induktion darauf, dafi die an endlichen Ketten gemachten 
Operationen ohne weiteres auf unendliche Ketten ubertragen werden, 
dafi also die Vorstellbarkeit der unendlichen Wiederholung eines 
und desselben Schrittes vorausgesetzt wird. Analoges gilt, wie 
ich damals bemerkte, fiir die entsprechenden Betrachtungen vonStolz 
und Peano, wo der nicht begriindete Gebrauch des Wortes „jede“ 
den Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen verdeckt. Nach 
Couturats Angabe (a. a. O. S. 63) hat auch Keyser (Bulletin of 
the American math. Soc. vol. 9, 1903) Einwendungen gegen De de- 
kinds Beweis erhoben. 

53) Seite 159. VgL Po., WuH. S. 43 und 47 und Anmerk. 22. 

54) Seite 162. Die wichtigen Arbeiten Peanos wurden oben in 
Anmerk. 46 erwahnt. — Sein Aufsatz iiber eine Kurve, welche ein 
ganzes Flachenstiick erfullt, findet sich in Bd. 36 der Math. Annalen 
(1890); ein ahnliches Beispiel gab Hilbert, ibid. Bd. 38. 

55) Seite 164. Fur die hier angefiihrten Satze von Couturat 
vgl. die oben zitierte Abhandlung desselben in der Revue de metaph. 
et de mor. — Russells Abhandlung, in der er den Klassenbegriff 
exakter zu definieren sucht, findet sich in Bd. 4 der 2. Serie der 
Proceedings of the London Math. Soc. 1905 (vgl. unten S. i69ff.). 
Es handelt sich hauptsachlich um die Antinomie von Burali-Forti; 
vgl. auch Couturat, a. a. O. S. 509. 

56) Seite 165. Die verschiedenen Arten von Definitionen (als 
Wortdefinitionen und als Definition durch Postulate) bespricht Cou- 
turat, a. a. O. S. 41 ff. Die von Poincar6 zitierten Satze finden 
sich in der erwahnten Abhandlung von Couturat in der Revue de 
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meth. et de mor. (oder The Monist, vol. 22, S. 5l2ff.). Er hat 
darin recht, daB die Definition anch widerspruch svoller Binge pro- 
visorisch zulassig ist, namlich nm sodann zn beweisen, daB sie 
einen Widerspruch enthalten, also nicht existieren. — Ein glanzen- 
des Beispiel daffir, daB die mathemadsche Existenz nur ein Freisein 
▼on Widersprfichen bedeuten kann und nichts mit der Existenz im 
gewohnlichen Sinne zu tun hat, sind die nicht-euklidische Geometrie, 
die nicht-archimedische Geometrie usw. (vgL Po., WuHj. 

57) Seite 166. Eine Darstellung der Diskussion fiber den Exi- 
stenzbegriff in der Mathemadk findet man bei Mannoury, S. 139 fF. 
des oben in Anmerk. 40 ziderten Werkes. Vgl. auch Schonflies, 
a. a. O., sowie die in Anmerk. 46 zitierte Arbeit von Dingier, und 
Bergmann, Annalen der Naturphilosophie , Bd. 8; Hessenberg, 
a. a. O. S. I76ff. 

58) Seite 169 — 174. Russell und Whitehead geben a. a. O. 
(vol. 1, S. 63) eine Zusammenstellung derartiger Andnomien; fiber 
Burali-Forti vgl. oben Anmerk. 46. In einer spateren Abhand- 
lung (Mathemadcal Logic as based on the theory of types, Ameri- 
can Joum. of Math. vol. 30) ersetzt Russell die oben S. I7iff. 
erwahnten Theorien durch seine Typentheorie, an der er nunmehr 
definidv festhalt und die auch in dem mit Whitehead gemeinsam 
bearbeiteten Werke festgehalten wird. PoincarS auBert sich darfiber 
in dem Aufsatze „La Logique de Pinfini", Revue de metaphysique 
et de morale, Juli 1909, abgedruckt in der nach seinem Tode er- 
schienenen Sammlung „Demi£res Pens6es“, Paris 1913. Die Typen- 
theorie systemadsiert die Forderung der pradikadven Eigenschaft 
der Mengendefinidon , die fibrigens auch von den Beziehungen der 
Objekte zweier Mengen aufeinander (auf der die Definition der Or- 
dinalzahlen beruht) verlangt werden muB. Individuen und Defini- 
tionen erster Ordnung sind solche, bei deren Definition der Be- 
griff der Klasse, der die Individuen angehoren sollen, nicht selbst 
benutzt wird; Individuen und Definidonen 2. Ordnung sind solche, 
bei denen der Begriff der Klasse von Individuen und Definidonen 
1. Ordnung vorausgesetzt werden darf, usf., bis zu Definidonen 
n UT Ordnung. Die Theorie ist analog einer von Konig aufgestellten, 
der sogar die Zahl n selbst als transfinite Zahl zulassen will. 

Diese Typentheorie gestattet offenbar die Auflosung der Para- 
doxien; aber sie gestattet nicht, wie Poincari a. a. O. hervorhebt, 
die Begrfindung der Theorie der Ordinalzahlen, setzt letztere viel- 
mehr voraus. 

Die Typentheorie gibt auch Regeln, um beim Gebrauch der un- 
bestimmten Worte „alle u , „jede u , usf. die notige Vorsicht zu be- 
obachten, vgl. oben Anmerk. 52 und Russell, a. a. O. und in 
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vol. I, S. 5 5 f- des mehrfach erwahnten Werkes; so nahert sich die 
Auflassung Russells derjenigen Hilberts in anderer Form, vgl. 
oben S. 153. — In Bd. 23 von „The Monist" (1913) gibt Russell 
eine Ubersicht uber seine Arbeiten. Am SchluB hebt er in t)ber- 
einstimmung mit Poincar6 hervor, daB der menschlichen Erkennt- 
nis etwas a priori Gegebenes (bei Po in car 6 das Prinzip der Induk- 
tion) zugrunde liegt. 

59) Seite 174. Der Aufsatz von Richard ist abgedruckt im Bd. 30 
der Acta mathematica. Vgl. Russell und Whitehead a. a. O., 
vol. I, S. 67 und PoincarS, t)ber trans finite Zahlen, Sechs Vor- 
trage iiber ausgewahlte Gegenstande, gehalten zu Gottingen, 1909, 
Leipzig 1910. 

60) Seite 176. Es handelt sich um Zermelos Beweis des Satzes 
(Math. Annalen Bd. 59, 1904 und Bd. 65, 1908), daB jede Menge 
„wohlgeordnet“ werden kann, der davon ausgeht, daB man aus jeder 
Teilmenge M' der gegebenen Menge M ein Element m auswahlen 
konne, das man ihr zuordnet; dies ist das Prinzip der Auswahl. 
Es ist also die Aquivalenz dieses Prinzips mit dem Satze der Wohl- 
ordnung durch den Zermeloschen Beweis dargetan. Vgl. die Be- 
merkungen dazu von Bernstein, Borel und Schonflies, Math. 
A nna len Bd. 60, sowie Dingier (Untersuchungen zur Mengenlehre I, 
Miinchen 1911, Abschnitt I und II); Russell und Whitehead, 
a. a. O. vol. I, S. 17 und vol. HI, S. 97; Hessenberg, a. a. O. 
S. 1 49 ff. 

Eingehender beschaftigt sich Poincar6 in dem oben erwahnten 
Aufsatze „La Logique de Tinfini 4 * mit den Zermeloschen Arbeiten. 
Er kommt zu dem Schlusse, daB die von jenem aufgestellten Axiome 
ihm nicht evident erscheinen, und daB der Beweis dafiir fehlt, daB 
sie keinen Widerspruch enthalten. Nach Poincard lassen sich alle 
Schwierigkeiten und Widerspriiche vermeiden, wenn man sich an 
folgende Regeln halt: 

1. Nur solche Dinge zu betrachten, die sich durch eine endliche 
Anzahl von Worten definieren lassen. 

2. Niemals unbeachtet lassen, daB jede Aussage iiber das Un- 
endliche nichts anderes sein kann, als die abgekiirzte Wieder- 
gabe einer Reihe von Aussagen iiber das Endliche. 

3. Stets die nicht-pradikativen (vgl. oben S. 1 71 flf.) Klassifika- 
tionen und Definitionen vermeiden. 

61) Seite 178. Vgl. oben S. 107 und Anmerk. 30 und Po., WuH. 
S. 1. In dem Aufsatze „Les Math6matiques et la Logique" (Der- 
ni^res Pens^es, S. 159, Paris 1913) charakterisiert Poincar6 die 
sich entgegenstehenden Auffassungen ungefahr in folgender Weise: 
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„Fiir den Realisten existierte die Welt schon vor Erschaffnng des 
Menschen , sogar ehe Gott an irgendein denkendes Wesen dachte. 
Und die Cantorianer sind selbst Realisten in bezag auf die Grebilde 
der Mathematik; diese Grebilde haben fur sie eine selbstandige Exi- 
stenz; der Mathematiker erfindet sie nicht, er entdeckt sie. Und da 
diese Grebilde in nnendlicher Zahl vorhanden sind, so glauben diese 
Realisten fester an das Unendliche als die Idealisten; ihr Unendlich 
ist kein Werden, denn es existierte, ehe der menschliche Geist es 
entdeckte. Sie glanben also an das Aktual-Unendliche, mogen sie es 
zugeben oder nicht. Es hat in der Philosophic immer entgegen- 
gesetzte Meinungen gegeben. Wenn eine Einigong unmoglich ist, 
so liegt dies daran, dafl sich an den verschiedenen Begabnngen der 
Menschen nichts andem laflt and daft die Menschen nicht alle die- 
selbe Sprache sprechen. Es gibt eben Sprachen, die sich nicht 
lemen las sen. “ 

Interessant ist die Feststellung, dafl Her mite sich den Cantor- 
schen Theorien gegeniiber ablehnend verhielt (vgL uber Hermites 
Stellung anch die oben in Anmerk. 36 erwahnte Festrede von Konigs- 
berger). 


Drittes Buch. 

Die neue Mechanik. 

62) Seite 184. Vgl. die Literatorangaben in Anmerk. 78 zu Po., 
WuH. sowie in Anmerk. 72 zu Pi., WdG. 

63) Seite 186. VgL die Anmerk. 109 zu Po., WuH. 

64) Seite 187. Uber longitudinale und transversale Mafle vgl. die 
Anmerk. 79 zu Pi., WdG. 

65) Seite 189. Uber Kanalstrahlen vgl. Anmerk. 73 zu Pi., WdG., 
uber die Radiumstrahlen ebd. Anmerk. 76 und Anmerk. 90 zu Po., 
WuH. 

66) Seite 192. Betr. das Zeemannsche Phanomen vgl. Po.,WuH. 
S. 176 sowie Anmerk. 86 daselbst und Pi., WdG. Anmerk. 71, femer 
Aufsatze von Poincard in: L’6clairage 61ectrique, t. 11 und 19. 
Die Theorie der Elektronen in Metallen ist von Lorentz, Riecke 
und Drude auf Grand verschiedener Annahmen entwickelt; vgl. die 
Vergleichung dieser Theorien bei Riecke, Phys. Zeitschr., Bd. 6, 
1905> femer: Debye, Annalen d. Physik, 4. Folge, Bd. 33, 1910. 

67) Seite 193. Vgl. oben Anmerk. 64. Poincar6 selbst behan- 
delt die Dynamik der Elektronen in Bd. 21 der Rendiconti del Qr- 
colo mat. di Palermo, 1905, und Comptes rendus t 140, 1905 (vgl. 
das Werk: Jons, Electrons, Corpuscules, t. H, p. 576 ff.). 
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68) Seite 197. tlTber die Versuche von Fizeau und Michelson 
vgl. Po., WuH. Anmerk. 83. 

69) Seite 201. Homothetisch nennt man (nach Chasles) solche 
Ellipsoide, die einander ahnlich sind and sich in ahnlicher Lage be- 
finden. 


70) Seite 203. Vgl. hier Poincar6, La throne de Lorentz et 
le prindpe de reaction, Festschrift zum 25jahrigen Doktoijubilaum 
▼on H. A. Lorentz, Haag 1900; femer fiber die Berechnung des 
Strahlendrnckes vgl. die Literatarangaben von Anmerk. 72 zu Pi., 


WdG. 

71) Seite 208. Es kommt hier auf die trans vers ale Masse an; 
dieselbe ist nach der Abrahamschen Theorie (Annalen d. Physik, 
4. Folge, Bd. 10, 1903): 


m. 


ri+f, r + P 1 1 * v 

8*of«L 2|J» log i— /} /5*J’ W0 c’ 


wenn a den Radius des Elektron, e seine elektrische Ladung, c die 
Lichtgeschwindigkeit und V die Geschwindigkeit des Elektron be- 
zeichnet; nach Lorentz dagegen (Versl. Akad. Wet Amsterdam 
Bd. 12, 1904) ist 

m Q e % 

nt. = —— ===:, wo m Q =- 

/ |/i H p* 0 6 ita 

den Wert fur /J = o bezeichnet. Denselben Wert erhalt man nach 
Einstein auf Grand des Relativitatsprinzips (ebd. Bd. 17, 1905). 
Einen noch anderen Wert findet Bucherer (Math. Einfuhrung in 
die Elektronentheorie , Leipzig 1 904): 


Fur die Versuche von Kaufmann vgl. Gottinger Nachrichten 1901, 
1902, 1903 und Physik. Zeitschr. Bd. 4, 1900, und fur die mit 
groflter Sorgfalt durchgefuhrte Wiederholung derselben: Sitzungsber. 
der Berliner Akad. Bd. 45, 1905, und Annalen der Phys. Bd. 19, 
1906. 

72) Seite 209. Die Note unter dem Text bezieht sich auf die 
neueren Messungen von Bucherer (Phys. Zeitschr. 1908 und 1909). 
Bestelmeyer kommt wieder zu dem entgegengesetzten Resultate 
(Ann. d. Phys. Bd. 22, 1907, und Bd. 32). Die Frage ist jedenfalls 
noch nicht geklart. Nach Lerp (Untersuchung der Fehlerqueilen in 
den alteren Bestimmungen der spezifischen Ladung des Elektrons, 
Gottinger Inauguraldissertation, Halle 19 1 1) ist die Art der Berech- 
nung der Feldstarke nicht von wesentlichem Einflusse auf das Re- 
sultat, vielleicht aber die Divergenz der Kathodenstrahlen , die bei 
der theoretischen Ableitung vemachlassigt ist. 


Digitized by v^ooQle 



Erlauternde Amnerkungen 


281 


73) Seite 210. Auf die wesentlichen Punkte meiner diesbezug- 
lichen Untersuchung habe ieh in Anmerk. 79 zu Pi., WdG. hinge- 
wiesen. Dafl ein isoliertes Elektron eine geradlinige und gleichfor- 
mige Bewegnng ausfuhrt, wenn keine aufieren Krafle auf dasselbe 
wirken, gilt damach erst, wenn das Elektron eine gewisse Zeit, 
nachdem es die Ruhelage verlassen hat, dnrch Hinzufugung aufierer 
Krafle gezwungen wird, die verlangte konstante Geschwindigkeit bei- 
znbehalten, wahrend es, wenn solche Krafle nicht hinzugefiigt wer- 
den, einen gewissen Widerstand zn uberwinden hatte und folglich 
sich mit abnehmender Geschwindigkeit bewegen miifite. Ahnlich 
wird der Fall liegen, wenn die Geschwindigkeit des Elektrons eine 
plotzliche Anderung erfahrt (wie es beim Verlassen der Kathode im 
lnflleeren Raume geschieht); doch habe ich diesen Fall noch nicht 
ausgefuhrt. 

74) Seite 213. Ahnlich e Bedenken entstehen, wenn die Bewegnng 
qnasistadonar (d. h. die Beschleonignng sehr gering) ist; auf diese An- 
nahme beziehen sich die in Anmerk. 71 mitgeteilten Formeln fur die 
transversale Masse. Dieselben sind von den genannten Autoren eben- 
falls unter vereinfachenden Voraussetzungen abgeleitet und bedurfen 
(wie a«a.O. erwahnt) einer genaueren Diskussion ; insbesondere ist das 
allmahliche Anwachsen der Geschwindigkeit bis zur Lichtgeschwindig- 
keit noch naher zu untersuchen. Bei der Relativitatstheorie und bei 
der Minkowskischen Theorie ist die Unmoglichkeit einer Bewe- 
gung mit Lichtgeschwindigkeit eine direkte Folge der gemachten 
Voraussetzungen. 

75) Seite 214. Da£ die Rontgenstrahlen in der Tat Lichtstrahlen 
von sehr kurzer W ellenlange sind, wurde neuerdings von Fried- 
rich, Knipping und Laue experimentell nachgewiesen, indem sie 
Interferenzerscheinungen erhielten, wenn statt des Beugungsgitters 
ein Kristall (bei dem die Maschen des Gitters gewissermafien durch 
die Zwischenraume zwischen den Molekulen des Kristalls ersetzt 
sind) benutzt wurde: Sitzungsber. der math.-phys. Klasse der Kgl. 
bayer. Akad. der Wiss. 1912, S. 303 ff. 

76) Seite 213. liber die Definition der Masse vgl. Po., WuH. 
S. loo ff. 

77) Seite 221. Betreffend das Weber sche Gesetz vgl. Anmerk. 64 
und 106 zu Po., WuH. — Nachdem Leverrier gefunden hatte 
(vgL Anmerk. 43 zu Pi., WdG.), dafi die Perihellange der Merkur- 
bahn sich im Jahrhundert um rund 40° schneller vorwartsbewegt, 
als die allein auf die gegenseitige Anziehung der Planeten gegrun- 
dete Theorie ergibt, sind die verschiedensten Annahmen zur Erkla- 
rung dieser Erscheinung gemacht und theoretisch geprufl worden. 
Sie sind von Newcomb kritisch besprochen (The Elements of the 
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four inner Planets, Washington 1895); derselbe wies anch ahnliche 
Erscheinungen bei Venus, Erde und Mars nach. Nach Seeliger 
(Sitznngsber. der Kgl. bayer. Akad. der Wiss. , matiu-phys. Klasse 
Bd. 36, 1906) lafit sich eine befriedigende Erklarung finden, wenn 
man die Erscheinungen des Zodiakallichtes auf fein zerstreute Ma- 
terie zuruckfuhrt (vgl. Anmerk. 47 zu Pi., WdG.) und unter ge- 
wisser Annahme uber die Dichtigkeitsverteilung dieser Materie die 
von ihr ausgehenden und auf die inneren Planeten wirkenden An- 
ziehungskrafte in Rechnung zieht 

78) Seite 222. Le Sage (1724 — 1803) veroffentlichte seine Theorie 
1782 in den Abhandlungen der Berliner Akademie unter dem Titel: 
Lucr&ce Newtonien; vgL auch sein von Provost herausgegebenes 
nachgelassenes Werk: Traits de Physique m6canique, Genua und 
Paris 1818; feraer W. Thomsons Darstellung der Theorie in 
Philosoph. Magaz. vol. 45, 1873 (Math, and physic. Papers voL 5, 
S. 64) sowie weitere Literaturangaben in Anmerk. 71 zu Po., WuH 


Viertes Buch. 

Die Wissenschaft der Astronomie. 

79) Seite 231. Nach dem Maxwellschen Gesetze ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafur, dafi die Geschwindigkeit p eines Molekuls zwi- 
schen p und p -j- dp liegt gleich 

A e 4 dp, 

wo A eine Konstante bedeutet und k* das arithmetische Mittel der 
Quadrate aller Geschwindigkeiten p bezeichnet ; vgl. Boltzmann, 
Vorlesungen iiber Gastheorie, Teil 2, S. I57ff. und S. 259 ff., Leipzig 
1898. Hieraus berechnet sich die auch fur die weiteren Betrach- 
tungen des Textes wichtige „mittlere Weglange eines Gasmolekiils“. 

80) Seite 233. Fiir die hier erwahnten Untersuchungen von Lord 
Kelvin vgl. dessen Vorlesungen iiber Molekulardynamik und die 
Theorie des Lichts (Baltimore Lectures, 1904), deutsch von Wein- 
stein, Leipzig 1909, Vorlesung 16, und dessen Aufsatz: On the 
Clustering of gravitational Matter in any part of the Universe, Re- 
ports of the Brit. Associat 1901, S. 563, deutsch als Anhang zu den 
erwahnten Vorlesungen S. 449. — Die Poincar6schen Betrach- 
tungen des Textes findet man ausfuhrlicher in seinem Werke: Lemons 
sur les hypotheses cosmogoniques , Paris 19 11. — Die Verteilung 
der Dichtigkeit der Sterne in bezug auf die MilchstraBe hat Seeliger 
eingehend untersucht: Sitzungsber. der Kgl. bayer. Akad. der Wiss. 
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1 91 1 und 1912, die Bewegung unseres Stemsystems im Weltraum 
An ding: Kritische Untersuchungen uber die Bewegung der Sonne 
durch den Weltraum, Leipzig 1910. — Wenn oben S. 235 ge- 
schlossen wird, daft es nicht soviet dunkle Materie gibt als leuch- 
tende Materie, so mufi andererseits darauf hingewiesen werden, daft 
nach Seeliger (a. a. O. 1909) dunkle Materie, insbesondere ausge- 
dehnte Staubmassen in der Stellarastronomie eine groBere Rolle 
spielen, als man friiher mutmaftte. 

81) Seite 248.* Vgl. hierzu Pi., WdG. S. 75 und Anmerk. 44. 
In Deutschland wurden derartige Untersuchungen von Helmert (Die 
Schwerkraft im Hochgebirge, Berlin 1890, und: Unvollkommenheiten 
im Gleichgewichtszustande der Erdkruste, ebd. 1908) und Hecker 
{Bestimmung der Schwerkraft auf dem Atlantischen Ozean, Berlin 
1903; Bestimmung der Schwerkraft auf dem Indischen und Groften 
Ozean, ebd. 1908) ausgefuhrt. 

82) Seite 253. Es kommen hier als deutsche Geodaten besonders 
GauB, Bessel und Baeyer in Betracht. Letzterem verdankt man 
auch die Anregung (1861) zur Bildung der europaischen Gradmes- 
sungkommission (seit 1886 interaationale Erdmessung), die neben 
den im Texte erwahnten franzosischen Arbeiten in Peru auch eine 
vollige Ummessung des Mittellandischen Meeres, eine Meridianmes- 
sung von Kapstadt bis Agypten (teilweise bereits ausgefuhrt von 
Gill), die dann durch Kleinasien und RuBland fortgesetzt werden 
soli, Verbindungen der Triangulierungen in den verschiedenen Lan- 
dem, Pendelbeobachtungen zum Messen der Storungen der Schwer- 
kraft usw. durchfuhren laBt. 
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Von Henri Poincart erschienen im gleichen Verlage: 
Wissenschaft und Hypothese. Deutsche Ausgabe mit 

erlautemden Anmerkungen von F. und L. Lindemann in Miinchen. 
2., verb. Aufi. 8. 1906. In Leinw. geb. M. 4.80. (3. Aufl. in Vorb.) 

„Die tief eingreifende Roll© dor Hypothese im ganzen Bereiche der exakten 
Wissenschaften wird hier mit einer des grofien franzdsiachen Mathematikers and 
theoretischen Physikers wdrdigen Prazision and Subtilit&t bis ins einzelne analysiert 
Es bedarf koines Hinweises darauf, dafi ein Work, welches wie das vorliegende 
die Grundlagen wissenschaftlichen Denkens and die Fandamente wissenschaftlicher 
Gewifiheit dem anfmerksamen Leser naher zu bringen und zn zergliedern unter- 
nimmt, eine Fiille des Interessanten zn bieten vermag.“ (Physikalische Zeitschrift.) 

Der Wert der Wissenschaft Mit Genehmigung des Ver- 

fassers ins Deutsche iibertragen von E. Weber. Mit Anmerkungen 
und Zusatzen von H. Weber, Professor in Straflburg i. E., und 
einem Bildnis des Verfassers. 2. Aufl. 8. 1910. In Leinw. geb. M. 3.60. 

Der beriihmte Verfasser gibt einen fiberblick iiber den heutigen Standpnnkt 
der Wissenschaft und iiber ihre allmdhlige Entwicklung, wie sie sowohl bis jetzt 
vor sich gegangen ist, als wie er sich ihre zukUnftigen Forts chritte denkt, der be- 
sonders geeignet ist, dem nicht wissenschaftlich vorgebildeten Leser einen klaren 
Begriff von dem zu geben, was der Zweck der Wissenschaft, das Ziel aller Be- 
mtihungen der Gelehrten ist, und einen Einbliok in die Mittel, mit denen sie zu 
Werke gehen, und die Schwierigkeiten, gegen die sie zu kampfen haben. Er be- 
weist, dafi die Wissenschaft nie vergeblich ist, and dafi die darauf verwendete Zeit 
und Miihe auch dann noch nicht als verloren zu betrachten sind, wenn spitere 
Generationen die Theorien der Vorfahren als irrtiimlich und unzntreffend ansehen. 
Er zeigt, dafi ein Mifierfolg den Gelehrten nie entmutigen und abschrecken darf, 
dafi er im Gegenteil stets von neuem seine Kraft einsetzen mufi, anch ohne prak- 
tischen Nutzen zu sehen, ja dafi gerade der schdnste Zweck der Wissenschaft nur 
der ist, die Wissenschaft zu bereichern. 

„ . . . Soil noch hinzugefugt werden, was fur den Kenner der Schriften Poincares 
selbstverstandlich ist, dafi der Stil des Buches glanzend ist? Es ist das Verdienst 
der XJbersetzerin, den Reiz, den die elegante Darstellungsweise ausiibt, der Uber- 
setzung mit verliehen zu haben. Die pragnanten, oft aus gleichen Teilen von Liebens- 
wiirdigkeit and Ironie in bezaubernder Weise gemischten Wendnngen des Verfassers 
iibermitteln dem Leser das Gefuhl, sich mit einer intensiven und temperamentvollen 
Persdnlichkeit genufireich zu unterhalten. Aus alien diesen persdnlichen Anfierangen 
klingt iedoch eine besondere, immer wiederkehrende Grnndtendenz hindurch, und 
sie findet ihren gesteigerten, fast ergreifenden Ausdruck in den schonen Schlnfi- 
worten des Buches. Mit dem starken Glaubensbekenntnis des wissenschaftlichen 
Idealismus hat der Verfasser das Geb&ude seiner Gedanken gekrdnt* 4 

(Naturwissenschaftliche Rundschau.) 

Sechs Vortrage iiber ausgewahlte Gegenstande 
aus der reinen Mathematik und mathematischen 

Physik. Mit6Fig. gr.8. 1910. Geh.M. 1.80, in Leinw. geb. M. 2.40. 

Inhalt: z. fiber die Fredholmschen Gleichungen. 2. Anwendung der Theorie der 
Integralgleichungen auf die Flntbewegung des Meeres.' 3. Anwendung der Integral- 
gleichungen auf Hertzsche Wellen. 4. Uber die Reduktion der Abelschen Integral© 
und die Theorie der Fuchsschen Funktionen. 5. fiber transfinite Zahlen. 6. La 
m6canique nouvelle. 
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Die Grundsatze und das Wesen des Unendlichen 

in der Mathematik und Philosophic, von Dr. Kurt 
Geifller inLuzem. gr.8. 1902. Geh.M.14. — , inHalbfr.geb.M. 16. — 

Das Problem des Unendlichen hat wohl noch niemals eine so griindliche and 
sorgfSltige Bearbeitung gefunden wie hier. Mit lehrbuchartiger AnsfUhrlichkeit dis- 
kutiert der Verfasser die mannigfachen Gelegenheiten, die in der Mathematik zur 
Anwendung der Kategorie des Unendlichen veranlassen. Er sncht die dabei auftreten- 
den Schwierigkeiten hauptsachlich durch Einfuhmng eines eigentumlichen Begriffs, 
der „ W eitenbehaftung**, zu iiberwinden. Inwiefern damit den Anspriichen der Mathe- 
matiker geniigt wird, kann hier nicht im einzelnen geprvft werden. Die auf philosophische 
Fragen (z. B. Gott und Unsterblichkeit) beziiglichen Konsequenzen sind interessant. 

Uber das Wesen der Mathematik. von Dr. a. vob. 

Professor in Miinchen. gr. 8. 2. Aufl. 1913. Steif geh. M. 4. — 

„Getragen von reichstem Wissen and darchdringender Kritik auf der einen, — 
einer edlen zugleich mafivollen, abgekldrten Begeisternng fhr die mathematische 
WissenschaJt auf der anderen Seite, gewMhrt die Schrift zugleich den hdchsten 
Geuufl, wie vielseitige Belehrung, und verdient insbesondere auch die Aufmerksam- 
keit der Kreise, die nicht eigentlich dem Fachpnblikum zuzurechnen sind, so vor 
allem naturlich die der Philosophen von Fach.“ (Frankfurter Zeitung.) 

,JDen grdBten GenuB wird die Schrift den Mathematikern selbst bereiten, ins- 
besondere durch den neben der eigentlichen Rede einhergehenden, ihr an Umfang 
fast gleichen kritischen Apparat, in welchem der Autor zu vielen strittigen Fragen, 
vornehmlich zu solchen, die dem Grenzgebiete der Mathematik und Philosophic an- 
gehbren, Stellung nimmt. Dadurch erhebt sich die kleine Pnblikation liber den 
Rahmen einer blofien Gelegenheitsschrift und erlangt bleibenden Wert.** 

(Neue Freie Fresse.) 

Das Relativitatsprinzip. Eine Sammlung von Abhandlungen. 
Von Professor Dr. H. A. Lorentz, Professor Dr. A. Einstein und 
weil. Professor Dr. H. Minkowski, gr.8. 1913. Geh. M.3.— ,geb.M.3.6o. 

Das Bandchen soil die historische Entwickelung des Relativitatsprinzips zur Dar- 
stellung bringen, indem es eine Reihe charakteristischer Originalabhandlungen liber 
diesen Gegenstand vereinigt. Es sind dies vor allem : die Arbeit von H. A. Lorentz 
aus dem Jahre 1904 „Electromagnetic phenomena in a system moving with any 
velocity smaller than that of light** (in deutscher Ubersetzung), die Arbeit von Ein 
stein aus dem Jabre 1905 „Zur Elektrodynamik bewegter Kdrper**, Minkowskis Vor- 
trag „Raum und Zeit**, den er 1908 auf der Naturforscherversammlung in Cdln ge- 
halteu hat. Anmerkungen und Zusatze werden die Arbeiten erlautern und onter- 
einander verknUpfen. Die Erlauterungen zu dem Minkowskischen Vortrage wird 
Sommerfeld-Mtinchen bearbeiten. 

Entwurf einer verallgemeinerten Relativitats- 
theorie und einer Theorie der Gravitation. 1. Physi- 

kalischer Teil von Prof. Dr. A. Einstein. II. Mathematischer Teil 
von Professor Dr. M. Grofimann. gr. 8. 1913. Geh. M. 1.20. 

Die Verfasser suchen auf die Hypothese von der Wesensgleichheit der tragen 
and der gravitierenden Masse eine Relativitatstheorie zu grhnden, welche die jetsige 
Relativitatstheorie als Spezialfall enthalt und die Gravitation umfaAt. Die Arbeit 
enthalt eine systematische Darstellung des absoluten Differentialkalkiils, das in der 
vorgetragenen Theorie die gleiche Rolle spielt wie die gewdhnliche vierdimensionale 
Vektoranalysis in der jetzigen Relativitatstheorie. 
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Mathematische Bibliothek. Gemeinverstandliche Dar- 
stellungen aus der Elementar-Mathematik fur Schule und Leben. 
Herausgegeben von Dr. W. Lietzmann und Dr. A. Witting. 
Kartoniert je M. — .80. 

„Die Namen der Verfasser biirgen nicht nur dafur, dafi alle Angaben dem Stande 
der neuesten Forschungen entaprechen, sondern anch durch ihre berufliche Tatigkeit 
daf&r, dafi sie ein genaues Urteil haben, wieviel an positiven Kenntnissen und an 
mathematischemDenken siebei ihren Lesern voraussetzen diirfen." (Himmel U.Erde.) 

Znnachst sind erschienen: 

1. E. L 5 ffler, Ziffern und Ziffemsysteme der Kulturvblker in alter und neuer Zeit. 

2. H. Wieleitner, der Begriff der Zahl in seiner logischen und bistorischen Ent- 
wicklung. Hit 10 Figuren. 

3. W. Lietzmann, der pytbagoreiscbe Lehrsatz mit einem Ausblick auf das 
Fermatsche Problem. Mit 44 Figuren. 

4. O. Meifiner, Wahrscheinlichkeitsrechnung nebst Anwendungen. Mit 6 Figuren. 

5. H. E. Timerding, die Fallgesetze. Mit 20 Figuren. 

6. M. Zacharias, Einfiihrung in die projektive Geometrie. Mit x8 Figuren. 

7. H. Wieleitner, die sieben Recbnungsarten mit allgemeinen Zahlen. 

8. P. Meth, Theorie der Planetenbewegung. Mit 17 Figuren und z TafeL 

9. A. Witting, Einfiihrung in die Infinitesimalrechnung. Mit 40 Figuren. 

10. W. Lietzmann und V. Trier, wo steckt der Fehler? Mit 24 Figuren. 
zz. P. Z till Ike, Konstruktionen in begrenzter Ebene. Mit 65 Figuren. 

12. H. B eutel, die Quadratur des Kreises. Mit X5 Figuren. 

13. Ph. Maennchen, Gebeimnisse der Recbenkiinstler. 

14. R. Rotbe, darstellende Geometrie des Gelandes. Mit 82 Figuren. 

15. A. Witting u. M. Gebbardt, Beispiele zur Gescbichte der Matbematik. 
Mit 28 Figuren. 

Mathematische Unterhaltungen und Spiele. von 

Dr. W. Ahrens. 2. Auflage. 2 Bande. I. Bd. Mit 200 Figuren. 
gr. 8. 1910. In Leinwand geb. M. 7.50. II. Bd. in Vorbereitung. 
Kleine Ausgabe: Mathematische Spiele. 170. Bandchen der 
Sammlung „Aus Natur und Geisteswelt“. Mit 69 Figuren. 2. Aufl. 
8. 1911. Geh. M. 1. — , in Leinwand geb. M. 1.25. 

„ * . . Der Verfasser wollte sowohl den Fachmann, den der theoretische Kern 
des Spieles interessiert, als den mathematisch gebildeten Laien befriedigen, dem 
es sich um ein anregendes Gedankenspiel bandelt; und er hat den richtigen W eg 
gefunden, beides zu erreicben. Dem wissenschaftlichen Interesse wird er gerecht, 
indem er durch die sorgfaltig zusammengetragene Literatur und durcb Einschal- 
tungen mathematischen Inhalts die Beziebungen zur Wissenschaft herstellt; dem 
Nicbtmatbematiker kommt er durch die treffUchen Erlfiuterungen entgegen, die er 
der Lb sung der verschiedenen Spiele zuteil werden lafit, und die er, wo nur irgend 
nbtig, durcb Schemata, Figuren und dergleichen unterstiitzt." 

(Professor Czuber in der Zeitschrift fUr das Realschulwesen.) 

Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflugeite u. un- 

gefltigelte Worte.VonDr. W. Ahrens, gr.8. 1904. InLeinw.geb.M.8. — 

,^Das vortrefFliche Bucb bat keineswegs blofi Interesse fiir Mathematiker, sondern 
wird jeden fesseln, der gern Heroen der exakten Wissenscbaften durcb einzelne 
ihrer Aufierungen, welche einen Einblick in ihr Forschen und ibren Charakter ge- 
wabren, kennen lernt, und wird jeden ergotzen, der Sinn fur Humor hat. Deutsche, 
franzbsische, italienische, englische, griechische und lateinische AussprQcbe wechseln 
miteinander. . . .“ (Das humanistische Gymnasium.) 
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Einleitung in die Philosophic. VonProf.DnH.Comeiius. 

з. Aufl. [XVU.376S.] gr.8. 1911. Geh.M.5.2o, in Leinw.geb.M.6. — 

„Es 1st aber ein Vorteil der ^inleitung* ', dafi sie die oben ausgesprochenen Be- 
denken leicht nahelegt, die nichts anderes als Probleme der heutigen Wissenschaft 
sind und namentlich durch die fragliche Konsolidierung der heterogenen Entwick- 
lungsreihen des Denkens ins Licht gesetzt werden. Diese Konsolidierung hat eben 
zur Folge , dal die ^Einleitung 4 keiner der von nns eingangs fur eine solche hinge- 
stellten M5glichkeiten , sondern alien zugleich entspricht. and darum ist das Buch die 
vorziiglichste Einfuhrung in das philosophische Gewirr, aus welchem die erkenntnis- 
theoretische Methode herausfiihrt“ (Zeitschr. f. Philosophie u. philosoph. Kritik.) 

Zur Einfiihrung in die Philosophie der Gegenwart 

AchtVortrage v. Geheimrat Prof. Dr.Alois Riehl. 4.,durchgesehene 

и. verbess. Aufi. [VII u. 252 S.] gr.8. 1913. Geh. M. 3.— , geb. M. 3.60. 

„ ... Von den iiblichen Einleitungen in die Philosophie unterscheidet sich R iebls Buch 
nicht nur durch die Form der freien Rede, sondern auch durch seine ganze metho- 
dische Auffassung und Anlage , die wir nur als eine hdchst gluckliche bezeichnen 
kdnnen. Nichts von eigenem System, nichts von langatmigen logischen, psychologischen 
oder gelehrten historischen Entwickelungen, sondern eine lebendig anregende und 
doch nicht oberflachliche , vielmehr in das Zentrum der Philosophie fiihrende Be- 
trachtungsweise . . . Wir mochten somit das philosophische Interesse mit Nachdruck 
auf Riehls Schrift hinweisen. Wir wiifiten aufier F. A. Langes Geschichte des Ma- 
terialismus — vor dem es die Kiirze voraus hat — kaum ein anderes Buch, das so 
geeignet ist, philosophieren zu lehrenu“ (Monatsschrift fttr hohere Schulen.) 

Weltanschauung und Bildungsideal. Untersuchungen 
zur Begriindung der Unterrichtslehre von Prof. Dr. G. F. Lipps. 
[X u. 230 S.] gr. 8. 1911. Geh. M. 4. — , in Leinwand geb. M. 5. — 

Die Gestaltung des Bildungswesens darf sich nicht auf das Herkommen und nicht 
auf zufallige Erfahrungen stiitzen, sondern muB sich vielmehr im Einklang mit dem 
fur unsere Zeit mafigebenden Bildungsideale vollziehen. DemgemaB wird hier das 
Bildungsideal in seiner Abhangigkeit von der Weltanschauung klargelegt. Der Zwie- 
spalt zwischen der aufklarerischen und idealistischen Betrachtangsweise, der sich 
in unseren Tagen bei der Auffassung des geistigen Lebens gel tend macht, ist der 
AnlaJS, die antike und die christlich-mittelalterliche Weltanschauung und das mit 
ihr zusammenhangende antike und christlich-mittelalterliche Bildungsideal klarzu- 
legen, um so die Grundlage zur Bestimmung der modernen Weltanschauung und 
des aus ihr hervorgehenden Bildungsideals zu gewinnen. 

Himmelsbild und Weltanschauung im Wandel 

der Zeiten. Von Professor Troels-Lund. Cbersetzt von Dr. 
L. Bloch. 4. Auflage. [V u. 274 S.] gr. 8. 1913. Geb. M. 5.— 

„. . . Es ist eine wahre Lust, diesem kundigen und geistreichen FUhrer auf dem 
langen, aber nie ermiidenden Wege zu folgen, den er durch Asien, Afrika und Europa, 
durch Altertum und Mittelalter bis herab in die Neuzeit fuhrt . . . Es ist ein Werk 
aus einem Gufi , in groBen Ziigen und ohne alle Kleinlichkeit geschrieben . . . Wir 
mdchten dem schonen, inhaltreichen und anregenden Buche einen recht grofien Leser- 
kreis nicht nur unter den ziinftigen Gelehrten, sondern auch unter den gebildeten 
Laien wiinschen. Es ist nicht nur eine geschichtliche, d. h. der V ergangeaheit an- 
gehdrige Frage, die darin erortert wird, sondern auch eine solche, die jedem Denken- 
den auf den Fingern brennt. Und nicht immer wird iiber solche Dinge so kundig 
und so frei, so leidenschaftslos und doch mit solcherWarme gesprochen und geschrieben, 
wie es hier geschieht. . . .“ (W. Nestle i. d. Neuen Jahrbilch. f. d.klass. Altertum.) 
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Die philosophischen Grundlagen der Wissen- I 

schaften. Vorlesungen, gehalten an der Universitat Berlin von 
Professor Dr. B. Weinstein. [XIV u. 543 S.] 8. 1906. In 

Lein wand geb. M. 9. — 

Das Bach enthalt eine Auseinandersetzung iiber die Grundlagen der Wissen- 
schaften, insbe9ondere der Naturwissenschaften. Der Ableitung ernes Systems der 
Grundlagen geht die Untersuchung iiber Hire a Inhalt vorans und folgt eine Dar- 
legung der psychischen Tatigkeiten, welche fur die Ermittelung der Grundlagen 
maBgebend sind. Bei der Anseinanderset/nng der Beziehungen unserer Wahr- 
nehmungen zur AuBen- und Innenwelt kommen insbesondere physiologische Ver- 
haltnisse zur Sprache Hierauf werden die Hauptgrundlagen vom Standpunkte der 
Erfahrung und der Metaphysik einer genaueren Zergliederung und Untersuchnng 
unterzogen: der Begriff der Zeitlichkeit, Rdumlichkeit, Substanzialitat und Ursachlich- 
keit sowie das Wesen von Zeit, Raum, Substanz und Ursache. Den Schlufi bildet 
die Behandlung derjenigen Grundlagen , die der Welterhaltung und Weltentwick- 
lung diene n, sowie der Grundlagen, aus denen Erklarungen der Natur- und Lebens- 
erscheinungen fliefien. 

Fortschritte der Psychologie und ihrer Anwen- 

dungen, Unter Mitwirkung von Privatdozent Dr. Wilh. Peters 
herausgegeben von Dr. Karl Marbe, o. 6. Professor und Vorstand 
des psychologischen Instituts der Universitat Wiirzburg. 6 zwang- 
los erscheinende Hefte bilden einen Band im Umfang von 24 Bogen. 
Preis fur den Band M. 12. — . Einzelne Hefte M. 3.— 

Inhalt des I. Bandes und der vom II. Band erschienenen Hefte : 

I. Band komplett. I. Heft: Zur Einftihrung. K. Marbe: Die Bedeutung der 
Psychologie fur die iibrigen Wissenschaften und die Praxis. — IL Heft: Johann 
Dauber: Die Gleichfdrmigkeit des psychischen Geschehens und die Zengenaus- 
sagen. K. M a r b e : Messung von Reaktionszeiten mit der Ruflmethode. — IIL Heft : 
Albert Thumb: Satzrhythmus und Satzmelodie in der altgriechischen Prosa. 
Michael Bauch: Psychologische Untersuchungen und Beobachtungsfehler. — 
IV./V. Heft: Th. Ziehen: Experimentelle Untersuchungen iiber die raumlichen 
Eigenschaften einiger Empfindungsgruppen. — VI. Heft: K. Marbe: Psychologische 
Gutachten zum Prozefi wegen des Miillheimer Eisenbahnungliicks. — K. Marbe: 
Kinderanssagen in einem Sittlichkeitsprozefi. 

II. Band. L/II. Heft: J. Stoll: Zur Psychologie der Schreibfehler. 

HI. Heft: H. Gutzmann: Uber Gewdhnung und Gewohuheit, tibuag und 
Fertigkeit, und ihre Beziehungen zu Storungen der Stimme und Sprache. 

Diese Zeitschrift will der Wissenschaft and der Praxis in gleichem Ma&e dienen, 
sie wendet sich nicht nur an F achpsy chologen, sondern auch an alle diejenigen 
Praktiker und Gelehrten, die sich von seiten der Psychologie eine Fdrderung ihrer 
Disziplinen versprechen miissen. Sie wird psychologische Untersuchungen aus den 
verschiedensten Gebieten bringen und nur solche Arbeiten aufnehmen, die nicht 
auf Methoden beruhen, deren Unbrauchbarkeit durch die Geschichte der Psycho* 
logie bewiesen ist. Da es sich gezeigt hat, dafi die Psychologie bis heute nur auf 
Grand des Experiments und der Statistik wissenschaftliche Tatsachen und frucht- 
bare Theorien zutage gefbrdert hat, so werden auch die „Fortschritte“ zunachst 
und vielleicht immer nur Untersuchungen and theoretische Erorterungen bringen 
kdnnen, die experimentell oder statistisch fundiert sind. 
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Jeder Band geheftet M. i. — , in Leinwand gebunden M. x.25 


Zur Philosophic 

sind a. a. in der Sammlnng erschienen: 

RinfQhrung in die Philosophic. Von Prof. Dr. R. Richter. 3. Auf- 
lage von Dr. M. Brahn. (Bd. 155.) 

Die Philosophic. Einfuhrung in die Wissenschaft, ihr Wesen and 
ihre Probleme. Von Direktor H. Richer t 2. Auflage. (Bd. 186.) 
Pdhrende Denker. Geschichtliche Einleitnng in die Philosophic. Von 
Prof. Dr. J. Cohn. 2. Auflage. Mit 6 Bildnissen. (Bd. 176.) 
Griechische Weltanschauung. Von Privatdoz. Dr. M. W u n d t (Bd. 329.) 
Rntstehung der Welt und der Erde. Von Prof. Dr. B. Weinstein. 
2. Auflage. (Bd. 223.) 

Die Weltanschauungen der grofien Philosophen der Neuzeit. Von 
weil. Prof. Dr. L. Busse. 5. Auflage herausgegeben von Professor 
Dr. R. Falckenberg. (Bd. 56.) 

Rousseau. Von Prof. Dr. P. He ns el. 2. Aufl. Mit 1 Bildn. (Bd. 180.) 
Immanuel Kant. Darstellung und Wiirdigung. Von Prof. Dr. O. 

Kulpe. 3. Auflage. Mit 1 Bildnis. (Bd. 146.) 

Schopenhauer. Seine Personlichkeit, seine Lehre , seine Bedeutung. 

Von Direktor H. Ri chert 2. Auflage. Mit I Bildnis. (Bd. 81.) 
Herberts Lehren u. Leben. Von Pastor O. FI ii g el. Mit 1 Bildn. (Bd. 164.) 
Herbert Spencer. Von Dr. K. Schwarze. Mit 1 Bildnis. (Bd. 245.) 
Die Philosophie der Gegenwart in Deutschland. Eine Charakteristik 
ihrer Hauptrichtungen. Von Prof. Dr. O. Kulpe. 5. Auflage. (Bd.41.) 
Aesthetik. Von Dr. R. Hamann. (Bd. 345.) 

Prinzipien der Rthik. Von E. Wentscher. (Bd. 397.) 
Aufgabenu.Zieled.Menschenlebens.VonDr.J.Unold. 3.Aufl. (Bd.12.) 
Sittliche Lebensanschauungen der Gegenwart. Von weil. Prof. Dr. 
O. Kirn. 2. Auflage. (Bd. 177.) 

Das Problem der Willensfreiheit. Von Prof.Dr.G.F.Lipps. (Bd.383.) 
Die Seele des Menschen. Von Prof. Dr. J.Rehmke. 4. Aufl. (Bd. 36.) 
Die Mechanik des Geisteslebens. Von Prof. Dr. M. Verworn. 

2. Auflage. Mit 18 Figuren. (Bd. 200.) 

Psychologie des Kindes. Von Prof. Dr. R. Gaupp. 3. Auflage. 
Mit 18 Abbildungen. (Bd. 213.) 

Hypnotismus und Suggestion. Von Dr. E. Tromner. (Bd. 199.) 

AusfQhrliches Verzeichnis der Sammlung umsonst und postfrei 
:: vom Verlag B.G.TEUBNER in LEIPZIG und BERLIN :: 
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